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AVANT-PROPOS 


Les mathématiques discrètes plongent leurs racines dans la plus 
haute antiquité. Comme leur nom l'indique, elles sont l’antithèse 
des mathématiques « continues ». Dans un sens large les mathéma- 
tiques discrètes comprennent des disciplines « mûres » telles la 
théorie des nombres, l’algèbre, la logique mathématique ainsi que 
des disciplines qui ont commencé à se développer le plus intensé- 
ment au milieu de ce siècle par suite du progrès scientifique et tech- 
nique qui a mis à l’ordre du jour l’étude de systèmes commandés à 
l’aide des calculateurs. Dans un sens étroit les mathématiques dis- 
crètes restreignent leur champ à l’étude de ces nouvelles disciplines. 
C'est précisément dans cet esprit que nous les comprenons en rap- 
portant à ces nouvelles disciplines la théorie des systèmes fonction- 
nels, la théorie des graphes et des réseaux, la théorie du codage, 
l'analyse combinatoire, la programmation en nombres entiers, etc. 

Les mathématiques discrètes ne constituent pas seulement une 
base de la cybernétique, elles sont aussi un important maillon dans 
la culture mathématique. Le contenu de cet ouvrage correspond à 
deux types de programmes du cours « Mathématiques discrètes » : 
un programme standard pour les facultés de mathématiques appli- 
quées et de cybernétique et un programme calqué sur le cours lu 
à l’Université de Moscou. Ces programmes ne se fixent pas pour 
objectif de développer des problèmes d'actualités. Une spécialisa- 
tion excessive et un assujettissement des programmes à des faits 
spéciaux présentent un risque, celui d’une dévalorisation de ces 
faits au bout de 10 à 15 ans (ce qui coïncide précisément avec la plus 
intense période d'activités des étudiants qui ont suivi ce cours). 
Pour cette raison, le but majeur de cet ouvrage est l'initiation aux 
méthodes de raisonnement propres aux mathématiques discrètes. 
Cet ouvrage familiarise le lecteur avec les problèmes clefs de quel- 
ques domaines des mathématiques discrètes et de leurs applications. 
L'exposé est conçu de manière à réduire au minimum le nombre des 
notions nécessaires et, d’autre part, à donner quelques dix à quinze 
théorèmes importants avec des démonstrations différentes, à faire 
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enfin connaître les applications de la notion d’algorithme dont la 
maîtrise est primordiale pour les mathématiciens appliqués. 

Ce livre a son origine dans le cours lu par l’auteur à la faculté 
de mécanique et de mathématiques de l’Université de Moscou en 
1964. | 

Cet ouvrage comprend quatre parties. 

Première partie. Systèmes de fonctions munis d'opérations. 

Deuxième partie. Graphes et réseaux. 

Troisième partie. Théorie du codage. 

Quatrième partie. Quelques applications à la cybernétique. 

De nombreuses questions ne sont pas traitées sous une forme 
abstraite : on fait largement appel au langage géométrique et aux 
interprétations suggestives. Ceci permet de combiner dans les cons- 
tructions la rigueur à la suggestion. Il faut dire que deux points de 
vue extrêmes prévalent en mathématiques: le manque de rigueur 
et la rigueur à outrance. Ces tendances sont aussi dangereuses l’une 
que l’autre. La rigueur doit correspondre au problème étudié (et au 
niveau de l'auditoire) au même titre que dans les calculs approchés 
le nombre de décimales doit correspondre à la précision des données 
initiales. Un « excès » de rigueur est dans cet ordre d'idées comparable 
aux Calculs comprenant un nombre élevé de décimales. 

Les démonstrations de nombreux théorèmes sont dues à l’auteur 
et sont publiées pour la première fois. 

Cet ouvrage est destiné aux étudiants, élèves du second et du 
troisième cycle ainsi qu'aux chercheurs. 


S. Y'ablonski 


PREMIÈRE PARTIE 


SYSTÈMES DE FONCTIONS 
MUNIS D’'OPERATIONS 


Les systèmes de fonctions munis d’opérations constituent l’une 
des branches des mathématiques discrètes, qui se développe le plus 
intensément. Le principal objet de notre étude sera les fonctions 
discrètes : fonctions booléennes, fonctions de la logique k-valente, 
fonctions calculables, etc. Cette partie présente des affinités avec 
l’analyse mathématique dans la mesure où elle traite de problèmes 
similaires: propriétés des fonctions, expression d’une fonction au 
moyen d’un ensemble (généralement fini) de «fonctions élémen- 
taires », etc. 


CHAPITRE PREMIER 
ALGÈBRE LOGIQUE 


$ 1. Fonctions de l’algèbre logique 


SOI = Us as us Um ...} un alphabet de variables 
(d'arguments). On se propose d’étudier des fonctions f (u:,,u:;,,...,u:;,) 
(u;, U;, POUT v -£ u) dont les arguments sont définis sur l’ensem- 
ble £? — "40, 1 } et telles que f (a, >, . . ., an) € E*?, lorsque «; € E*? 
Ge t,2, , n). Ces fonctions seront appelées fonctions de l'algèbre 
logique ou fonctions booléennes. Pour alléger les notations des indices 
des variables, on prendra pour métasymboles les symboles x, y,2z 
de même que ces symboles avec des indices. Aïnsi, f (x, Zo, . . ., Xn) 
doit être comprise comme une fonction dépendant d'arguments 
arbitraires ui, Ui,, . .., Ui où ui, ui, POUr v EN: 

De la définition de la fonction f (x, Te, ...; Zn) il s'ensuit que 
pour la donner il suffit d'en indiquer les valeurs qui correspondent à 
chaque combinaison de valeurs des arguments, c’est-à-dire de dresser 
un tableau (voir tableau 1). Il est immédiat de voir que n variables 
prennent 2* valeurs distinctes. Pour la commodité on utilisera la 
disposition standard des combinaisons : c’est-à-dire qu’on considère 
qu'une combinaison est la représentation binaire d’un nombre et 
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l’on ordonne ces combinaisons comme les nombres 0, 1,...,27 — 1. 
On voit d'autre part que chaque fonction f (x, x, . . ., x,) définit 
une application 

EX E?X ... X E2-+ E?, 








Lu em ——" 
n fois 
Il est donc naturel d’interpréter le symbole f comme le symbole de 
cette application et x,, æ, . . ., &,, comme les noms des colonnes. 


Ceci étant, les fonctions 


Î (tr Los +...) Lu), Î (Ya, YUgs Un) 


définiront la même application et leurs tableaux ne se distingueront 
éventuellement que par les noms des colonnes. Désignons par P; 


Tableau 1 


X1 +++ Xn_y Xn FRE, 6, Xn_1? Xh) 





le système de toutes les fonctions booléennes sur l’alphabet U, qui 
contient aussi les constantes 0 et 1. 

Si l’on fige n variables x,, x,, .. ., x,, les tableaux ne se distin- 
gueront que par les valeurs de la colonne de droite. D'où le 


Théorème 1. Le nombre p, (n) de toutes les fonctions de P, des 
variables +1, Ze, . . ., æ, est égal à 22 


Ce théorème appelle deux remarques. 

1. Les fonctions booléennes de n variables données sont en nombre 
fini. Donc, pour savoir si les fonctions de cet ensemble fini jouissent 
de telle ou telle propriété, il suffit d'examiner chaque fonction de 
cet ensemble. Or, les nombres p, (n) croissent très vite avec n: 


po) = 4, pa (2) = 16, p, (3) = 256, ps (4) = 65536, . .. 


Donc, pour des valeurs relativement peu élevées de n (n > 6) 
cet examen devient pratiquement impossible même avec le concours 
des calculateurs. | 

2. Le tableau définissant la fonction se complique singulièrement 
lorsque le nombre des arguments croît. Aïnsi, par exemple, pour un 
nombre d'arguments peu élevé, disons pour n — 10, le tableau compte 
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1024 lignes ; pour n — 20 Ia taille du tableau prend des proportions 
démesurées. 

La notion de fonction introduite plus haut est incomplète en 
ce sens qu'elle ne permet pas de traiter des fonctions de n variables 
comme des fonctions de plus de nr variables. Pour obvier à ce défaut, 
introduisons la définition suivante. 


Définition. On dit qu'une fonction f (x,,...,Xj-4, di, Æity, . . . 

., Tn) de P, dépend essentiellement d'un argument x; s’il existe 
des valeurs &,, ..., &;i-y, Giry, . . ., &, des variables x,, . .., æ;, 
Ljdys +: «+ Zn, telles que 


Î (@ PS CE is 0: CAES TE RE | Cn) = 


Æ Ï (ou: ...) Ait 1; Qitys © + GA) 


La variable x; est dite essentielle. Si x; n’est pas essentielle, on l’ap- 
pelle inessentielle ou fictive. 


Supposons que la variable x; est inessentielle pour la fonction 
f (t1, . .., zh). Considérons le tableau de la fonction f (x;, . . ., æ}) 
et construisons un nouveau tableau en biffant toutes les lignes de la 
forme (@;,...,@;.1, 1, @;+1,. . ., &,) et la colonne de l'argument x;. 
Le tableau obtenu définira une fonction g (x, ..., æi4, Æi+y, . . . 
..., Zn). On dira que la fonction g (x, . .., Zi, Xi, . . ., %) 
a été déduite à partir de f (x, ..., x\) par élimination de la variable 
inessentielle x; ou inversement que la fonction f (x,,...,x,) s'obtient 
à partir de g (t1,.. ., Zi, Ti+1, . . ., &h) par adjonction de la variable 
inessentielle x;. 


Définition. Deux fonctions f, (x1, . .., x,) et fo (x1, . . ., x,) 
sont dites égales si elles se déduisent l’une de l’autre par adjonction 
ou élimination de variables inessentielles. 


Dans la suite, toutes les fonctions seront considérées à des varia- 
bles inessentielles près, c'est-à-dire que la donnée d’une fonction f, 
équivaudra à la donnée d’une fonction quelconque jf, égale à f.. 
L'égalité des fonctions sera notée par le symbole fonctionnel =. 
Ainsi 1, = fo. 

Il existe deux types de fonctions ne possédant pas de variables 
essentielles : les fonctions identiquement égales à 0 et les fonctions 
identiquement égales à 1. De ce fait il semble logique d'étudier les 
constantes 0 et 1 (en les traitant comme des fonctions d’un ensemble 
vide de variables). 

Remarque. Si est donné un système fini de fonctions de P, : 
{f,,...,f.}, s > 1, on peut considérer que ces fonctions dépendent 
toutes des mêmes variables x,, . . ., x,, c’est-à-dire qu'elles sont de 
lélonme il ss lat Drase %) 
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Voyons en conclusion de ce paragraphe des exemples de fonctions 
booléennes. Ces fonctions sont d’un usage courant en logique mathé- 
matique et en cybernétique et jouent le même rôle que, par exemple, 
les fonctions x" ou sin x en analyse, c’est pourquoi on peut les quali- 
fier de fonctions « élémentaires »: 

1) f, (x) = 0: la constante 0; 

2) fa (x) = 1: la constante 1 ; 

3) fa (x) — x: la fonction identique; 

4) f, (x) = x: la négation de x (x se lit « non x»); 

9) fs (ti, To) — (xt & x): la conjonction de x, et de x, (on lit 
« x, et x, »). Au lieu de & on écrit - ou bien on omet tout simplement 
ce signe et on écrit (x,2,). Cette fonction est souvent appelée produit 
logique ; 

6) fe (X1, Ze) — (1 V 2): la disjonction de x, et x, (lire « x, ou x, »). 
Cette fonction est souvent appelée somme logique; 





Tableau 2 
x x 
0 1 
{ (9) 





7) fs (&ys %o) = (xt — 2): l’implication de x, par x, (lire «x: 
entraîne x, »); 

8) fs (ti, Ze) — (x, + x): l’addition mod. 2 de x, et de x; ; 
| 9) fo (ti, Ze) = (x, | x): la fonction de Sheffer (« incompatibi- 
ité »). 


Tableau 3 


(x & Xo) | (x V Xo) | (x1 — Xo) | (x1 + Xa2) | (x1 1 Xo) 





Les tableaux 2 et 3 représentent les valeurs de ces fonctions. On 
remarquera que 


(x, & x) —= min (x, do) = (tit), (21 V Ze) = max (2x4, to). 
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$ 2. Formules. Réalisation des fonctions par des formules 


Comme en algèbre élémentaire on peut construire des formules à 
partir de fonctions élémentaires. Voici une définition des formules 
par récurrence. 


Définition. Soit %$ un sous-ensemble (pas forcément fini) de 
fonctions de P.. 

a) Base de la récurrence. Chaque fonction f (x,, . .., Xm) de Ÿ 
s'appelle formule sur %. 

b) Passage de la récurrence. Soient f (x, . . ., 7m) une fonction 
de $, 4,,..., Ah des expressions qui sont soit des formules sur %, 
soit des symboles de variables de U. Alors l’expression f (4,,...,4%») 
s'appelle formule sur %. 


. Exemple 1. Soit Ÿ un ensemble de fonctions « élémentaires », 
Les expressions suivantes sont des formules sur %: 
1) {aire) + 21 + 2}; 
2) [tite + %3)]; 


3) {rs V [to — ts) (23 — t)]}. 

Dans la suite on désignera les formules par les lettres gothiques 
majuscules avec des crochets contenant les fonctions nécessaires 
à leur construction. Ainsi 


I [f1, ._. fl 


signifie que la formule À a été construite avec les fonctions f,,...,f,. 
Si l’on veut mentionner l’ensemble des variables qui ont participé 
à la construction de la formule, on écrit 


His. 2) 


2 étant une formule sur $, on appellera sous-formules de À les 
formules qui ont servi à construire Ÿ. 

Soit À une formule sur un ensemble $ = {f, (x, . . ., Zn), . .. 
ses fe (is + + … Æn)}, C'est-à-dire que À = À [f,, . . ., f.]. Consi- 
dérons l’ensemble de fonctions 


Dr res he ses dilh 
où g; dépend des mêmes variables que jf; (i — 1,...,5). 
Définition. Considérons la formule 8 —®S[g,, ..., g.,] obtenue 


à partir de À par le changement k io 
Bus es Es 


formule Ÿ est de même structure que la formule Ÿ. 


k On dit que la 
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Exemple 2. 

1) F— {T1 (a &t2)}, À = [ri & (72 & t3)] ; 

2) Dr (mi 2)}, B—[xr, —+ (2 —+ t3)l. 
Il est évident que À et # ont la même structure. 

Dans la suite on désignera la structure d’une formule par S 
(avec ou sans indices). La formule % est définie de façon unique par 


la structure S et l’ensemble ordonné {f,, f,, . .., f.}. On peut donc 
écrire À — S'[f,, fo, . . ., fs]. 

Associons maintenant à toute formule À (x,, ..., x,) sur $ 
une fonction f (x, ..., x,) de P, en utilisant la définition des for- 
mules par récurrence. 

a) Base de la récurrence. Si À (x, ..., æ,) — f (x1, . .., x), 
où fEŸ, associons la fonction f(x, ..., x») à la formule 
(Lire ss D) 

b) Passage de la récurrence. Supposons que À (x,, ..., x,) — 
— fn (Ay, ..., Am), Où A; (i = 1,..., m) est soit une formule sur 


$, soit le symbole d’une variable x;;,. Alors, d’après l'hypothèse 
de la récurrence, à À; correspond soit une fonction f; de P,, soit 
la fonction identique f; = x; Associons à la formule À (x,,...,x) 
la fonction f (x, . . ., Zn) = fo (fans + + +, fm): 

Si une fonction jf est associée à une formule À, on dit aussi que 
la formule À réalise ou engendre ou représente f. 

La fonction f correspondant à la formule À sera appelée super- 
position de fonctions de %$, et la procédure donnant la fonction f 
de Ÿ$, opération de superposition. 

Exemple 3. Soient f1 (1, To), fa (Zis Los T3) €t fa (trs Los &3) des 
fonctions réalisées par les formules de l’exemple 1. 

1) La formule (((x1x2) + x1) + x,) se construit en trois pas. Nous 
avons les sous-formules suivantes: 


(tite), (tite) + M1), (((t1Xo) + dr) + Lo). 
Le tableau 4 représente les fonctions réalisées par ces formules. Ces 
fonctions ont été calculées à l’aide du tableau 3 et de la règle b). 
La dernière colonne définit la fonction jf, (x, x); il est évident que 


fi (Æis To) = Max (%1, X2). 
Tableau 4 


X1  X2 | (x1X2) | ((xX1X2) + x1) | (((X1X2) + X1) + Xo) 


= + © © 
= © rR © 
> © © © 
OO = © © 
= À À © 
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2) Nous allons construire la fonction f, (2x1, Z+, æ2) d’une autre 
manière (qui résulte aussi de la définition). Pour toute combinaison 
(O1, C2, O3), en utilisant les tableaux 2 et 3, on trouve 


fa(01, O2 03) = (01 (02 + 03)) 
(voir tableau 5). 


Tableau 5 


X1 X9 X3 


0 
0 
0 
0 
{ 
1 
{ 
1 


fo (X1, X2, X3) f3(X1, Xo, X3) 








> EE OO Or À» © © 
= On On On © 
OO O©OOOOoRrEÉR © 
S OO OS © À» À © 





3) Pour déterminer la fonction f3 (x, x:, æ3), on Se servira des 
tableaux 2 et 3 pour trouver les combinaisons sur lesquelles la 
formule 


{ta V [fre — t3) (xs — 2)]} 
prend la valeur {. Il est évident que cela revient à trouver les com- 
binaisons des variables pour lesquelles la formule 
{ts V lt — xs) (xs + 22)]} 
est égale à 0. Ceci aura lieu pour zx, — 0 et dans les cas où 
[(xo — xs) (xs — 2,)] prend la valeur 0. Enfin, la formule 
[(xo — 3) (x3 — 2,)] est égale à O0 si l’une au moins des formules 
(to — ts), (X3 —+ 22) l’est, ce qui a lieu pour x, = 1, x; — 0 ou pour 
Ta = O0, za = 1. Donc, fe (X1, Lo, &3) = 1 sur les combinaisons (001) 
et (010) (cf. tableau 5). 
Remarque {. Dans la définition des formules, le numéro b) peut 
être remplacé par un numéro utilisant deux opérations plus simples. 
1) Substitution des variables. Soit 


S a L4s ... Th 
Liys +. Ti, 
une substitution des variables (x, n’est pas forcément différent de 


y POUr v u). Cette substitution permet de changer les variables 
a la fonction f (x,, ..., x,) et d'obtenir en définitive la fonction 
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f (tu, ..., tin). [est évident que la substitution consiste à débapti- 
ser, permuter et identifier les variables. 

2) Substitution non itérative de fonctions. Elle permet de former 
des expressions f (41, ..., Am), où À; est soit une formule, soit une 
variable de U, de plus l’une au moins des À; n’est pas une variable 
et les ensembles des variables figurant dans À; et À; ne se rencon- 
trent pas. 

Il est évident que toute formule sur $ peut être obtenue à partir 
de fonctions appartenant à $ par une substitution non itérative de 
fonctions suivie d’une substitution des variables. 

Remarque 2. Si $ contient la fonction identique, le numéro b) 
de la définition des formules et des fonctions réalisables par des 
formules s’énonce sous une forme plus simple : il faut supposer que 
les À; sont toutes des formules sur Y. 

Le langage des formules introduit est commode pour l’écriture 
des fonctions booléennes décrivant diverses conditions ou proposi- 
tions. [llustrons ceci sur deux exemples. Nous allons utiliser des 
propositions de la forme « x a lieu » ou tout simplement « x », ce qui 
à son tour signifie que pour les conditions données, x est vrai ou 
égal à 1. 

Exemple 4. Addition des nombres binaires à n chiffres. Nous 
partons de l’algorithme ordinaire d’addition rang par rang 

Tn +. Lol: 


+ 
Un +. YoUy 


Zn+12n . Zo21 


On demande d'exprimer les valeurs des chiffres de la somine en 
fonction de ceux des termes. Pour résoudre ce problème on considère 
des variables auxiliaires w,, w,.1, . . ., W,, où w; désigne le report 
du rang à au rang à + 1. Ces paramètres apparaissent dans l’algo- 
rithme mentionné. 

Il est clair alors que 


Z3 = ((ti + yi) + wi) 
(w5 = 0, Tn+1 = Yn+1 = Ù, i = 1, . n + 1). 

La variable w; est déterminée par la condition de report du rang à 
au rang à + 1: «le report au rang à + 1 a lieu si et seulement si 
deux au moins des trois variables x;, y;, w;_. sont égales à 1 ». Cette 
proposition s’énonce de la manière plus détaillée suivante : «x;ety;» 
ou «x; et W;_, » ou «y; et wi, ». 

Si maintenant on remplace les symboles «et » et « ou » par & 
et \/ on obtient la formule suivante pour w;: 


W, = {[(x; &y;) V (x: &w;_1)] V (y: &w;_1)}, 
Tes 0) 


co 
[Ne] 
[ar 
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Exemple 5. Problème de l’appel d’un ascenseur libre. Supposons 
qu'un immeuble de n étages soit desservi par trois ascenseurs. À cha- 
que étage il existe un dispositif permettant d'appeler le plus proche 
ascenseur libre. On demande d'écrire en langage logique les con- 
ditions d'appel de l’ascenseur à (i — 1, 2, 3). Nous étudions ce pro- 
blème pour le cas où l’appel a lieu au premier étage. 

L'information initiale se décrit à l’aide des 3n variables 


Lis U1» Z1: Lo) UPT Zo; ._. Ln) Un: Zns 


où x; — À si et seulement si l’ascenseur 1 se trouve à l'étage à et 
est libre ; y; — 1 si et seulement si l’ascenseur 2 se trouve à l’étage à 
et est libre ; z;, — 1 si et seulement si l’ascenseur 3 se trouve à l’étage à 
et est libre. | 

Désignons par 


fr (Z:, Us Z19 + + +9 Zns Uno Zn); ._ Jrz (X1, Us Z1s + © +5 ns Un) Zn) 


des fonctions égales à À si et seulement si est appelé l’ascenseur res- 
pectivement de numéro 1, 2, 3. La condition d'appel de l’ascenseur 1, 
ou fonction fr, s’énonce : « l’ascenseur 1 est libre et il n’en existe pas 
d’autres à un étage inférieur ». De façon plus détaillée : « l’ascenseur 1 
est appelé si et seulement s’il se trouve au premier étage et est libre 
ou au premier étage les ascenseurs 2 et 3 ne sont pas libres, auquel 
cas l'ascenseur 1 se trouve au deuxième étage et est libre ou au deuxiè- 
me étage les ascenseurs 2 et 3 ne sont pas libres et alors . .. ». 
Exprimons cette proposition en fonction de x,, y, 21, : : ., Zn; Un» Zn : 
« l’ascenseur 1 est appelé si et seulement si x, ou si « non y, et non 2, », 
auquel cas x, ou «non 7, et non z, » et alors . . .». On obtient aisé- 
ment la formule f; en remplaçant maintenant les conjonctions « et » 
et «ou » par & et \/ et en disposant les parenthèses conformément 
aux liaisons: 


fr (Œus Vas 24 es Tns Un: 2n) = 

= {ti V {(1 & z1) & [re V (Ua & 2) &(.… )11}}. 
De façon analogue, on obtient pour les fonctions frr et frrr 
fit (d4s Ys 245 es ns Uns 2n)= 

= {gi V (Gi & 2) & ge V [re & 22) &(...)I}}s 
fit (dus Vas Z4s +. Tns Yns Zn) = 


= {21 V {(ru & ya) & [22 V (te & yo) & (... II. 


On remarque donc que le langage des formules présente un intérêt 
indéniable. 


2—0382 
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$ 3. Equivalence des formules. Propriétés des fonctions 
élémentaires. Principe de dualité 


Nous avons vu que toute formule sur $ engendre une fonction 
booléenne, mais que différentes formules peuvent réaliser des fonc- 
tions égales (voir notamment l’exemple 6). 


Définition. On dit que des formules À et 8 sur $ sont équiva- 
lentes si les fonctions qu'elles engendrent sont égales, c’est-à-dire si 
fy — f. Ce qu'on notera A = #. 


Exemple 6. 

1) O—=(2& x), 

2) (rite 23) = {ai V [Ce —+ 23) (xs —+ m)l}, 
3) (x—y)=(y — 2). 


Dressons la liste des équivalences (des identités) caractérisant 
les propriétés d’un ensemble de fonctions élémentaires (essentielle- 


ment de l’ensemble 40, 1, x, (x: & x), (x1 V x}. 
Désignons par (x, ° x,) l’une quelconque des fonctions (x, & x), 
(x: V 22), (x: + x). L'essentiel, c’est que le symbole + ait partout 
le même sens dans l'identité. 
4. La fonction (x, + x,) est associative: 
((t1 ° To) o T3) = (ti © (Zoo æ3)). 
2. La fonction (x; °x,) est commutative: 
(ti 9 Ze) = (ta © 1). 
3. La conjonction et la disjonction sont distributives: 
((ts V 22) & ts) = (xs & xs) V (2 & æ3)), 
((Za & T2) V xs) = (xs V 3) &(x2 V 3). 
4, La négation, la conjonction et la disjonction sont reliées par 
les relations : 


rx, (u&m)= (nu Vm) (x Va) = (mi& x). 
5. La conjonction et la disjonction jouissent des propriétés sui- 
vantes : 
(zc&zx)—=x, (xx) =x, 
(x&z)—=0, (xVzx)=1, 
(x&0)=0, (x \/0)=— 7x, 
(c&1)=zx, (zx\/1)=1. 


Ces identités se vérifient sans peine par comparaison des fonc- 
tions correspondant au premier et au second membre. 
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Remarques. 1. Pour alléger l’écriture des formules nous convien- 
drons que l’opération & est plus forte que l’opération \/, c’est-à-dire 
qu’en l’absence de parenthèses on effectue d’abord l’opération & et 
ensuite \/. Exemple: (x, & x, \/ x;) signifie que ((x1 & x) V/ x3). 

2. La fonction (x; + x;) étant associative, on peut au lieu des 
formules ((x, o x) o xs) et (x1 ° (x: © x:)) se servir de l’expression 
(ty o Zoo æs) qui n’est pas une formule mais qui peut le devenir par 
l'introduction de parenthèses, ceci étant les propriétés fonctionnelles 
ne changent pas quelle que soit la place des parenthèses. 

8. Dans les formules où la fonction extérieure est soit une conjonc- 
tion, soit une disjonction, soit une addition modulo 2, soit une im- 
plication, soit une fonction de Sheffer, on omet les parenthèses exté- 
rieures et, par exemple, l’on écrit x, — x, pour (x, —+ x,); on omet 
de même les parenthèses dans les expressions surmontées d’une barre 
et, par exemple, l’on écrit x, — x, pour (x, — x). 

Dans la suite on se servira des notations suivantes: 


S 
& L = Li & Lo & ee & Les 


i=1 

S 

V Lt \ a . \ Le 
1—= 


Ces notations ont un sens également pour s = 1. 
Formulons quelques règles découlant des numéros 2 et 5 de la 
liste des identités des fonctions élémentaires. 


Si l’un des facteurs d’un produit logique est nul, alors ce produit 
l’est également. 

Dans un produit logique d'au moins deux facteurs on peut supprimer 
tout facteur égal à 1. 

Dans une somme logique d'au moins deux termes on peut supprimer 
lout terme égal à 0. 

Si un terme d’une somme logique est égal à 1, alors cette somme est 
aussi égale à i. 


Dans la suite, compte tenu des remarques 1 et 2, on se servira 
non pas de formules mais d’expressions qui en diffèrent par l'absence 
de quelques parenthèses. Ces expressions seront parfois appelées 
formules. 

Il est évident que si À’ est une sous-formule de la formule A et 
si l’on remplace l’une quelconque de ses entrées par une formule équiva- 
lente Ÿ', la formule A se transforme en une formule équivalente #. 

Ce principe combiné aux identités pour les fonctions élémentaires 
et à toutes les identités obtenues par substitution de formules quel- 
conques aux variables x,, x, æ:, nous permet d'effectuer des trans- 
formations équivalentes et d’obtenir ainsi de nouvelles identités. 


2% 
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Exemple 7. 
Ti V dite = ti 1 V rire = ri V 22) V dir = 
= Lilo V] Lilo V Lite = Tito V dite V dix — 
= Lila V Lite = di (2e V m)= xl = x. 
Donc, 1 V tits = %1, c’est-à-dire qu’on obtient une règle d'’ab- 
sorption du produit xx, par le facteur x. 


Il existe encore une méthode de déduction d'’identités, qui repose 
sur le principe de dualité. 


Définition. On appelle fonction duale d'une fonction f (x1,..., x) 
une fonction [f (21, . .., æ,)]* égale à f(x, . . ., a). 


Le tableau de la fonction duale (pour un ordre donné des combi- 
naisons des variables) se déduit du tableau de la fonction 
f (ts + + +, &h) par interversion (c’est-à-dire en remplaçant 0 par 1 
et 1 par 0) et retournement de la colonne de la fonction (voir 
tableau 6). 

Tableau 6 


f(X1s Xe, X3) CF (&1, Xe, Xs)]% 


X1 X 2 Xs 


0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
{ 








» & OO Orne © © 
re Or On © »= © 
> Or OO Or = 
OO Os nr » © © 





Comme [f(xi,, ..., ti )F* = f (x, Lo 2), la fonction 
[f (is, ..., ai)IF définit la même application que la fonction 
[f (ty, +. tn)l*. Désignons cette application par f*. Alors 


[f (tas LS sn) 


On voit immédiatement que 
la fonction 0 est duale de 1, 
la fonction { est duale de 0, 
la fonction x est duale de x, 
la fonction x est duale de x, 
la fonction x, & x, est duale de x, \/ x, 
la fonction x, \/ x, est duale de x, & x. 
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De la définition de la dualité il s'ensuit que 
FREUIRE# 


c’est-à-dire que la fonction f est duale de f* (propriété de réciprocité). 
Supposons que f (x1, . . ., Zn) est représentée par une formule Y. 
On demande la forme de la formule $ réalisant f* (x, . .., æ,). 
Désignons par x, ..., x, les divers symboles des variables dans 


les ensembles 
(igs ces Lip) ces (Æmis + es mp). 
Théorème 2. Si 
Ds, +. Tan) = (fitness Lip), +, fm (mas ++. Emp)) 
alors 
D% (as, ..., 2) ff (Œuus <.., Tim) ce. fm (Emas ++. mp). 


Démonstration. 
DY (ty, ..., An)— D(xy, ..., Tn) = 


(fa (tags es Tips ces fm (Æmus ces Tmp,)) = 
> 


(Lits eee Lipihs -.., fm(Æmis ces Tmp,, )) = 


= f (fi (Œuus ee Tapis + fm (Æmts es Tmpn)) = 


res ob et . Tmp,,))- 


Le théorème entraîne le 

Principe de dualité. Si une formule A — S [f,, ..., f.1 réalise 
une fonction f (t1,.. ., x), alors la formule S [f*,..., f*], c'est-à-dire 
la formule obtenue à partir de À par substitution des fonctions 
F,..., js respectivement aux fonctions f1, . . ., f, réalise la fonction 
Fi ie De) 

Cette formule sera appelée formule duale de A et notée A*. Donc 


A*— S IF, ..., fs]. 


Pour les formules sur l’ensemble $ = {0, 1, x, x, & x, x1 V/ }, 
le principe de dualité peut être formulé comme suit: pour obtenir 
la formule * duale d’une formule À, il faut dans cette dernière 
remplacer partout 


0 par 1, 1 par 0, & par \/, \/ par &. 
Ou si A—S[0, À, x, Li & To, Li V 2], alors 
A*— S[1, 0, x, x, V2, ti & x]. 
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Exemple 8. 
1) Hits, 2) = mi & x, AT (T1 Le) = XV Te; 


2) (ts, de) = rite V tits AS (Ts T2) = (4 V 2) (2, V Ta). 
Du principe de dualité il résulte que si 
rés sn LS C st), 


alors 
A Cn .….. =" (x, …., toi 


Exemple 9. L'identité x, &zx,--x, \/ x, entraîne l'identité 
Li V Lo = Li & Lo. 

Le principe de dualité permet de réduire presque de moitié 
les opérations nécessitées par la déduction d’identités lors de l’étude 
des propriétés des fonctions élémentaires. On donnera plus bas 
d’autres applications du principe de dualité. 


$ 4. Développement des fonctions booléennes suivant 
les variables. Forme canonique disjonctive 


En parlant du langage des formules nous avons sciemment laissé 
de côté un problème relativement important. Si %$ comprend un 
certain nombre de fonctions élémentaires, toute fonction booléenne 
peut-elle être représentée par une formule? Nous allons étudier ce 
problème dans ce qui suit. 

Posons 


2° — x0 V/ xo, 
où o est un paramètre égal soit à 0, soit à 1. Il est évident que 


|? pour 6—0, 

x pour o0—=1. 

Il est immédiat de voir que z° — 1 si et seulement si x — 6, c’est-à- 

dire que la valeur de la « base » est égale à celle de l’« exposant ». 
Théorème 3 (de développement des fonctions suivant les varia- 

bles). Toute fonction booléenne f (x1, . . ., x») peut être représentée 

pour tout m(1<m<n) sous la forme suivante: 


1 San de dit sen de 


7. \/ | RÉ TO M0 Then sou. Ce ‘6 
15... Om 


où la disjonction est prise sur foutes les combinaisons des valeurs des 
variables x], . .., Zm- 


Cette représentation s’appelle développement de la fonction f 
suivant les m variables x1, . . ., Tme 
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Démonstration. (Considérons une combinaison quelconque 
(&:1, ..., «&) des valeurs des variables et montrons que les deux 
membres de la relation (x) prennent la même valeur. Le premier 
membre est égal à f (&,, ..., «,). Le second, à 


(e] 
{a V e A PR Ge OU NO ..) Omr Amtis ce. An) = 
15. Om 


=an&...&a,m&f(ays ..., Œms Gmttr es An) = 
— f(x, .. Un): 
Comme conséquences on obtient deux développements spéciaux. 
1) Développement suivant une variable: 
f(x, co.) Ln-1s Th) = 
= Tn & f(Tis -.., Lys 1) V Ln & (Lis es Tn-4 0). 
Les fonctions f (x;, . .., æh.1, O) et f (x,, . . ., &, 1, 1) S’appellent 
composantes du développement. Ce développement présente de l’inté- 


rêt lorsque des propriétés des fonctions booléennes sont établies par 


récurrence. 
2) Développement suivant toutes les n variables: 


Ps ess or. \V/ ; a 0 0): 


Pour f(x, ..., x»)=£0, il devient 
\/ an & ... an &f(04, +. On) = 


(O1; ss On) 


(O1s 0 On) 
f(O1» ..., On)=1 


On obtient en définitive 
1 (ts, ... x) = \/ an & ... & rm. (4%) 


(C1, ... On) 
f(O1, ..., On)=1 


Ce développement s'appelle forme canonique disjonctive. 
Le théorème suivant a trait à cette notion. 


Théorème 4. Toute fonction booléenne peut être représentée par 
une jormule au moyen de la négation, la conjonction et la disjonction. 


Démonstration. 1) Soit f (x1, . . ., zn) = 0. On a manifestement 
f (tas + es Tn) = L1 & M1. 
2) Soit f (x, ..., Zn) 5 0. Représentons-la par sa forme cano- 
nique disjonctive : 
Lis eus M) V an &...&zrm. 


Hier 
(O1, 5. On)=1 
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Donc, dans les deux cas la fonction f est représentée par une 
formule faisant intervenir la négation, la conjonction et la dis- 
jonction. 

Ainsi, toute fonction booléenne peut être définie par une formule 
sur $,où $ est un ensemble constitué de trois fonctions : la négation, 
la conjonction et la disjonction. 

Le théorème précédent est constructif, car il permet de construire 
pratiquement pour chaque fonction la formule qui la réalise (forme 
canonique disjonctive): dans le tableau de la fonction f (x, . . ., zh) 
(f = 0) repérons toutes les lignes (o,, ..., 6,) pour lesquelles 
f (61, -.., 6,) — 1; pour chacune de ces lignes formons le produit 
logique 

an & ... &arr, 


et ensuite relions toutes les conjonctions obtenues par le symbole de 
la disjonction. 

Exemple 10. 1) Trouver la forme canonique disjonctive de la 
fonction x, —+ æ2. 

Cette fonction est égale à 1 sur les trois combinaisons (0, 0), 
(0, 1) et (1, 1) (voir tableau 3). Donc 


ta —> do = a & 2 V at & x, V ri &x, = 2 & ts V mi & to V mi &T. 


2) Trouver la forme canonique disjonctive de la fonction définie 
par le tableau 7. 


On a 
fus La, Ts) = Titots V Titots V Titots V Tito. 

La forme canonique disjonctive est une expression de type ZI, 
c’est-à-dire la somme logique des produits x;i, Il se pose la question 
de savoir si les fonctions booléennes sont justiciables d’une décom- 
position de type IX. Nous allons voir que pour f = 1 la réponse 


Tatleau 7 





X1 Xo xX3 f (X1, X2, X3) 


0 
0 
0 
0 
1 
1 
{ 
1 


BROORrROO© 
BB OrOBOr © 
» Or ODOores 





$ 4] DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS BOOLÉENNES 25 


est oui. Ecrivons à cet effet la forme canonique disjonctive de la 
fonction f* (il est évident que /* = 0): 


FF (tu -.., 2) = V ani &... & Tor. 
Ces s0) 
f*(O1, ss On)=1 


Le principe de dualité nous donne 


1e 223 4) & (x91 \/ ... V xs). 
(O1: , On) 
1#(O1, , On)=1 
Le premier membre est égal à f (x,, ..., x,), le second peut être 
transformé comme suit: 
& (x9s \/ ... V/ axgr) = & (an \/ ... VV xor)—= 
(O1: -.., On) (Gi5 --+3 On) 
F*(G13 +.» On)=1 f(G1, +, On)=0 
— & (ao Nan), 
(O1 >, *.. On) 
(O1, ...s On)—=0 
On obtient donc la décomposition 
ls st) & (rm Li Na). 


(O1, ..., On 
(O1 ... OC n)=0 
Cette expression s’appelle forme canonique conjonctive. 
Exemple 11. 1) Trouver la forme canonique conjonctive de la 
fonction Zi —> Lo. 


On a 
1 TER 
Li > Lo = ZX V 2, = 2% V 2. 
2) Trouver la forme canonique conjonctive de la fonction 


f (Xi, Zoe, Z3) définie par le tableau 7. 

On a 
Î (ti: Lo, T3) = 

= (ti V 2 V %3) (xs V 22 V 3) (xs V 22 V 3) (x V 22 V æ3). 

Ainsi, pour se donner des fonctions booléennes on peut, outre les. 
tableaux, Se servir du langage des formules sur un ensemble de 
fonctions composé de la négation, de la conjonction et de la disjonc- 
tion. Comme le langage des tableaux est par son volume à peu près. 
équivalent à celui des formes canoniques disjonctives (resp. con- 
jonctives), on peut affirmer que le langage des formules qui utilise 
la négation, la conjonction et la disjonction n'est pas plus mauvais 
que le langage des tableaux. On démontre le fait qu'il est bien 
meilleur que le langage des tableaux. [llustrons ceci sur l’exemple de 
la fonction 


f (Ris <e., Lao) = Li V +. V Xo. 
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Le second membre de cette formule compte 39 symboles (20 symboles 
de variables et 19 symboles \/), le tableau de f (x, . . ., Xoo) con- 
tient 2?, soit plus d’un million, de lignes. 


$ 5. Complétude et fermeture 


On a vu plus haut que toute fonction booléenne peut être repré- 
sentée par une formule dans laquelle interviennent les fonctions 
TL, T1 & Lo et Zi V Lo. 

Il se pose la question de savoir si l'existence de tels systèmes 
n’est pas le fait du hasard. Notre intention n’est pas de donner une 
réponse exhaustive à cette question, mais de montrer qu'il existe 
d’autres systèmes de fonctions élémentaires, doués de cette propriété. 


Définition. On dit qu’un système de fonctions {f,,fo,...,fs,...} 
de P, est fonctionnellement complet si toute fonction booléenne peut 
être représentée par une formule composée des fonctions de ce sys- 
tème. 


Considérons des exemples de systèmes complets. 
1. L'ensemble P, de toutes les fonctions booléennes est un système 
complet. 


2. L'ensemble $ — {x, x, & x, x, V/ x, } est un système complet. 

Il est évident que tous les systèmes ne sont pas complets. Exem- 
ple, le système $ — {0,1}. Le théorème suivant ramène le problème 
de la complétude d’un système à celle d’un autre. 


Théorème 5. Soient donnés deux systèmes de fonctions de P,: 
D —{fis far <..} (1) 
© = {Lu 82 .. he (ID) 


Si le système I est complet et chacune de ses fonctions se représente 
par une expression composée de fonctions du système IT, alors le système 
IT est complet. 


Démonstration. Soit À une fonction arbitraire de P,. Le système Î 
étant complet, on peut exprimer k par une formule sur %$, soit 


R = S (fr, Fos oo 7 fes ...] 


{nous avons noté entre crochets toutes les fonctions du système %, 
alors qu’en fait seul un nombre fini d’entre elles interviennent dans 
la formule). Par hypothèse 

f1 ne S; [1 Bars ce “|; 

fa Eu Sa [g1; E29 . sl; 
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Dans la formule S [f,, f,,. . .] on peut exclure les fonctions f,, fo, . . . 
en les remplaçant par des formules sur © *). On a: 


S [f1, las  . A) us S LS; Le, Los ., Ss [g1, Los  . SG h CE ni À 


La dernière expression définit une formule sur © de structure S”. 
On obtient 


S'HSsrless me sas le ir Lab res" ls mel 


ou en définitive 
h — S” [g1, ELT CR sh 


c’est-à-dire que nous avons exprimé À par une formule sur ©, c.q.f.d. 
Ce théorème nous permet d'établir la complétude d’autres systè- 
mes et d’allonger ainsi la liste des systèmes complets. 
3. Le système Ÿ — {x, x, &zx,} est complet. Pour le prouver 
prenons le système 2 pour système [I (voir théorème 5) et le système 3 
pour système IT et utilisons l'identité 


Li V = ti & TL, 


qui dérive de la propriété 4 des fonctions élémentaires. 

4, Le système Ÿ — {x, x, \/ x,} est complet. 

Ceci se démontre comme dans l’exemple précédent ou encore à 
l’aide du principe de dualité. 

o. Le système $ = {x, | x} est complet. 

Pour prouver ceci, prenons le système 3 pour système [ et le 
système 9 pour système IT. Il est immédiat que 


Tlti=ty (til) | (tie) = tt 2 & Lo. 


6. Le système Ÿ — {0, 1, xix,, x, + x, (mod. 2)} est complet. 
En prenant pour système I le système 3 et pour système IT le 
système 6, on obtient 


Li Fi=t, Lilo = Li & Lo. 


La formule formée avec les constantes 0 et 1 et les fonctions 
ZT et &, + x, Se transformant en un polynôme mod. 2 par suppres- 
sion des parenthèses et quelques opérations algébriques simples, on 
obtient le théorème suivant dû à I. Gégalkine. 

*) Ces changements ne peuvent pas être toujours effectués simultanément, 
car de nouveaux symboles f,, fo, ... peuvent apparaître. Si par exemple 

h=n&z, H=u VE = tt, h= 2 & (x & 3), 
alors 
fa = M & Le = A To + (1 V &), 
hr & (re & ts) = 2 + (to & rs) + (21 V (te & x3)) = 
= + a + re + (te V rs) + (ei V (to + 28 + (te V zs)). 
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Théorème 6. J'oute fonction de P, peut être exprimée par un poly- 
nôme mod. 2 (dit polynôme de Gégalkine). 


Calculons le nombre de polynômes de Gégalkine en x,, ..., x, 
c’est-à-dire le nombre d'expressions de la forme 


>” Dis, ..., Mi ce. die 
Gas ces À) . ° 


Le nombre de termes x;, ... ri, est égal au nombre de sous-ensembles. 
(és - ts) de 7 nombres (1,...,n), soit à 2%. Comme aà;, ... : 


: 
est égal à 0 ou à 1, le nombre cherché de polynômes est égal à 2°”, 
c'est-à-dire au nombre de toutes les fonctions booléennes de ces 
mêmes variables. Une conséquence immédiate est l’unicité de la 
représentation des fonctions par des polynômes de Gégalkine. 

Exemple 12. Représenter x, \/ x, par un polynôme de Gégalkine. 

Cherchons l'expression de x, \/ x, sous forme d’un polynôme à 
coefficients indéterminés : 


Li V Lo = tite + bras + cra + d. 


Pour x, = x, = 0,on a 0 — d. 

Pour = 0, 2 = 1, on à 1-0 

Pour x, = 1, æ, — 0, on à 1 — b. 

Pour x, = zx, = 1ona1—a<+b<+c, c'est-à-dire que a = 1. 

On obtient finalement x, V Ze = Zita + dy + Le. 

On voit sur les exemples cités qu’il existe de nombreux systèmes 
complets. Chacun d'eux peut être adopté pour ensemble des fonc- 
tions élémentaires. Donc, on peut utiliser divers langages de formules 
pour la donnée des fonctions booléennes. Seule la nature du problème 
considéré peut nous guider sur le choix du langage. 

La notion de complétude est étroitement liée à celle de fermeture 
et de classe fermée. 


Définition. Soit Mt un sous-ensemble de fonctions de P,. On 
appelle fermeture de M? l’ensemble de toutes les fonctions booléennes 
représentables par des expressions booléennes formées avec les 
fonctions de M. La fermeture de Mt se note [M I. 


Exemple 13. 

1) M — P,. Il est évident que [M ] — P,. 

2) M — {1, x, + x, }. La fermeture de cet ensemble est la classe 
L de toutes les fonctions linéaires, c’est-à-dire des fonctions de la 
forme 


ft... Tn) = Co + ti +e.e + Cntn (mod. 2), 


où c =0, 1{(i—0,..., n). 
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Signalons quelques propriétés de la fermeture: 

1) M2; 

2) [MI] = EM]; 

3) si MSNM, alors [M]= [M]; 

4) [Mu U Me] = [MU] U [Mel. 

Définition. On dit qu'une classe (un ensemble) N? est fonction- 
mellement fermée si [M ] = M. 


Exemple 14. 

1) La classe M — P, est une classe fermée. 

2) La classe M — {1, x, + x, } n’est pas fermée. 

3) La classe Z est fermée, puisqu'une expression linéaire formée 
d'expressions linéaires est linéaire. 

Il est immédiat de voir que toute classe [M ] est fermée. Ceci 
permet d'obtenir d'innombrables exemples de classes fermées. 

On peut donner une autre définition de la complétude (une défi- 
nition équivalente du reste à la première) en termes de fermeture et 
de classe fermée: M est un système complet si [Mt | — P.. 


$ 6. Classes fermées fondamentales. Théorème de complétude 


Nous entamons ce paragraphe par l'étude de certaines classes 
fermées très importantes de P,. 

1. Désignons par 7, la classe de toutes les fonctions booléennes 
Î (ti, . .., æ,) préservant la constante 0, c’est-à-dire des fonctions 
telles que 


F0 0: 32 4 0) =0: 
IL est immédiat de voir que les fonctions 0, x, x, & 2x2, 21 V/ %:, 


z, + x, sont de la classe 7, mais pas les fonctions 1, x. 
Comme le tableau d’une fonction f de 7, contient la valeur 0 


dans sa première ligne, la classe T, no exactement (1/2) 2?” 
fonctions booléennes des variables x,, . .., 

Montrons que 7, est une classe fermée. en T, contient la 
fonction identique, pour prouver qu'elle est fermée il suffit de 
montrer que Si f, f4, « + +, Îm appartiennent à 7',, il en est de même 


de la fonction 
D = f(fis +. fm). 
Ceci résulte de la chaîne d'’égalités 
D:(0-20 = POS 0eme (0-50) =7(0: 400 


2. de par 7’, la classe de toutes les fonctions booléennes 
Î (Xi, . . ., &n) préservant la constante 1, c’est-à-dire des fonctions 


telles que 
Ÿ A SRE DE À 
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Il est immédiat de voir que les fonctions 1, x, 21 & Z2, t1 V/ 


appartiennent à la classe T,, mais pas les fonctions 0, x. 

La classe T; étant composée de fonctions duales de celles de la 
classe T, (ou comme nous dirons encore, la classe 7, étant duale de 
la classe T;), les résultats relatifs à la classe T, se transposent immé- 


diatement à la classe 7. La classe T, comprend (1/2) 2°” fonctions 
des variables x,, ..., x, et est une classe fermée. 

3. Désignons par $ la classe de toutes les fonctions autoduales, 
c’est-à-dire des fonctions f de P,, telles que f* = f. 

Il est évident que les fonctions x et x sont autoduales. Un exemple 
moins trivial de fonction autoduale est la fonction h (x,, x,,,x3) — 
== Lilo \] Lie V Lolo: 


RE (x, Le, 23) = (1 Ze) (ti V 3) (22 V xs) — 


= Lilo V Lits V Lots = h (x1, Lo, a). 


Toute fonction autoduale est telle que 


f (a: .. Th) = f(x, .. Th) ; 


autrement dit, une fonction autoduale prend des valeurs opposées 


sur les combinaisons (æ:,..., &,) et (&1, . . ., &,) que nous appelle- 
rons opposées. Il s'ensuit qu’une fonction autoduale est complètement 
définie par ses valeurs sur la première moitié de lignes (voir ta- 
bleau 1). Donc, le nombre de fonctions autoduales des variables 
Ts ose An est 22771 — Vo 

Montrons maintenant que la classe S est fermée. Comme cette 
classe contient la fonction identique, il suffit de montrer que la 


fonction 
D = f (frs. ., fm) 


est autoduale si f, f1, . « ., fm le Sont. La dernière proposition est 
immédiate : 
PE, nu M) sus Lo À. 
Prouvons maintenant un lemme de non-autodualité des fonc- 
tions. 


Lemme 1. Si f(x, ..., x,)4S, en y substituant x et x on 
peut obtenir une fonction non autoduale d’une seule variable, c'’est-à- 
dire une constante. 


Démonstration. Comme féS, ïil existe une combinaison 
(41, . .., «&,) telle que 


f (ous ..., an) = fou, ...s n). 
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Considérons les fonctions @; (x) = 2° (i — 1, ..., n) et posons 


p (x) = f (1 (x), +. ., Pa (x). 
On a 


P (0) = f (p1 (0), .….) Pr (0)) = f (0**, …..) Or) = (os, ….) œ,)= 
(dis ue, Qn)=f(1"*, ..., 1°) = 


= f(p1(1), ..., Pr (1))= (1), 


ce qui prouve le lemme. 
4. On se servira des notations vectorielles suivantes : 


(cs co) 


B = (4 ..) Ph); 
f (a) = f (y, -.., @n), etc. 


Définition. On dit que les combinaisons a —(&;, ...,@,) et 


Pad 


B=— (B1, ..., B,) vérifient la relation d’antériorité a <B si 


O1 < Pa: ns Un & Pn: 
Exemple: (0, 1, 0, 1) < (1, 1, O, 1). 


Il est évident que si «a KB et B<7Yy, alors &« < y. A signaler 
que la relation d’antériorité n'est pas caractéristique de tous les 
couples de combinaisons. Les combinaisons (0, 1) et (1, 0) ne vérifient 
pas cette relation. Donc, l’ensemble de toutes les combinaisons de 
longueur n est partiellement ordonné par la relation d’antériorité <. 


Définition. On dit qu'une fonction j (x;, ..., x,) est monotone 


si pour deux combinaisons quelconques « et B telles que « < Bona 


f(a)<f À). 


Les fonctions 0, 1, x, x; & x2, x, \/ x, sont visiblement des fonc- 
tions monotones. 

Désignons par M l’ensemble de toutes les fonctions monotones. 
Montrons que M est une classe fermée. Pour le prouver, il suffit, 
puisque M contient la fonction identique, de montrer que 


DT (iis-ses Îm) 


est une fonction monotone Si j, f1, « + ., fm le Sont. Soient 


L= (Lys ces Tnhs D (Tags +, Lipi)s ces LU = (Xmys +. +, Emp,) 


des combinaisons de variables des fonctions ®, f,, ..., fm, l’en- 
semble des variables de la fonction ® n'étant composé que des 
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variables dont dépendent les fonctions f,, ...,f,. Soient a et P 
deux combinaisons de longueur x des valeurs des variables x, 
& <B. Ces combinaisons définissent des combinaisons ai, Bi, 

..,æ, pr de valeurs des variables x!, ..., 2" telles que a! < 
< Bi, ..., ar < pr. Comme les fonctions f;,...,f,, sont mono- 
tones on a 


fai (at) fi (Bt), …, fm (@) Km À). 
Donc 


Le. "2 


te), 6 fn a) LB fe Pr), 


et, puisque f est monotone, 


Fe) ss GET) en), 


d’où 
D(a)=f(fi(at), ..., fm (A) Lf (fa (Bt), ce, fm (P)) =D (P). 


On dira que des combinaisons « et B sont adjacentes ou voisines 
(par rapport à la i-ème coordonnée) si 


Œ — (œu, ... (ARTE Œj: Œjt4 .., Un); 


Bi: 25.05 Gi diras Gi): 
Montrons un lemme de non-monotonie des fonctions. 
Lemme 2. Sif (21, ..., 2) € M, en y substituant les constantes 0 
æt 1 et la fonction x, on peut en déduire la fonction x. 
Démonstration. Montrons tout d’abord qu il existe un couple 
de combinaisons adjacentes « et B telles que a <P et 


f(@)>1 P. 
En effet, comme fé M il existe des combinaisons œi et Bi tel- 
les que a! < Bi et f (œi) > (B1). Si les combinaisons @&! et B! sont 
adjacentes, on obtient ce qu’on voulait. Si a! et p! ne sont pas 


adjacentes, alors ft! diffère de «! en { coordonnées, où {> 1, et 
de plus ces { coordonnées prennent la valeur O0 dans la combinai- 


son œ! et la valeur { dans la combinaison f'. Par suite, entre 
at et ff on peut insérer t—1 combinaisons intermédiaires «2, 
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a, ..., &t telles que 
al <ai<... < ai < ft. 
Il est évident que les combinaisons consécutives sont adjacen- 
tes. Comme f (ai) => f(ft), alors pour l’un au moins de ces cou- 
ples de combinaisons, que nous désignerons par «& et fB (4 < f), on 


aura f (a) > f (B). Supposons que ces combinaisons sont adjacen- 
tes par rapport à la i-ème coordonnée et par suite 


Lois 23 ie 0 Les): 
B= (œ:, .. Œ;_4; Â, Œ;itis .. &n)- 
Considérons la fonction 
CGT (ire di didier do): 


n à 
@ (0) =} (OL, + Ait 0, Œjtyo + An) == 


= f (&) > f (À) = f (ca, ..) Ait; 1, its + + On) — p (1). 
Ce qui signifie que œ (0) — 1 et @ (1) — 0, c’est-à-dire que œ (x) = 
= x, C.q.f.d. 

9. Voyons enfin la classe ZL des fonctions linéaires. 

Cette classe contient visiblement les constantes 0, 1, la fonction 


identique x, les fonctions x, x, + x,, mais pas les fonctions x, & x, 
et x, V x. On a vu plus haut que cette classe est également fermée. 

Prouvons un lemme relatif à une fonction non linéaire. 

Lemme 3. Sif(x:,...,2n) € L, en y substituant les constantes 0 
et 1 ainsi que les fonctions x et x et éventuellement en barrant f, on peut 
déduire la fonction x; & x. 

Démonstration. Considérons le polynôme de Gégalkine pour f: 

(x: ….) L)—= > Qi... Di, … Lie 
Hp est) 


Le polynôme n'étant pas linéaire, il contient un terme qui est le 
produit d’au moins deux facteurs. Sans nuire à la généralité on peut 
considérer que x, et x, figurent parmi ces facteurs. On peut alors 
transformer ce polynôme de la façon suivante: 


di... il ….. Ti, = Tidof (3 ... Th) + 


+ Lifo (das +, Tn) + Lofs (las +9 Ln) + fe (Hs ces Ln)) 


OÙ 1 (Las + «+, Xn) 5 Ô en vertu de l’unicité du polynôme. 
3—0382 


(it, sis) 
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Supposons que @3, ..., & Sont telles que fi (43, . . ., an) = 1. 
Alors 


P (z1, Ta) + Î (T1 Los Ag Cn) — Lio a 4 QT] sa Pre + Y; 


où «, B et y sont des constantes égales à 0 ou à 1. Considérons la 
fonction WŸ (x,, x.) déduite à partir de œ (x, x,) de la manière sui- 


vante : 
Ÿ (dus Lo) = @ (ti + PB, 2e + à) + ap + Y. 
Il est évident que 
Pt +, x + a) + ap + y — 
= (21 + BP) (ce + à) + à (ai + B) + B (xs + à) + v+ afp + y = 
— L1T9e 

Donc 

Ÿ (Zi, To) = 1 & Le. 


Ce qui achève la démonstration du lemme. 
Remarquons en conclusion que les classes fermées T,, T;, S, M 
et Z sont deux à deux distinctes, ce qui ressort du tableau 8 dans 


Tableau 8 





« 


lequel le signe + indique que la fonction appartient à la classe 


mentionnée et le signe —, non. 
Passons maintenant à l’examen de l’un des plus importants pro- 
blèmes de l’algèbre logique, le problème des conditions nécessaire et 


suffisante de complétude. Soit 
P = {/1, fa, és das us) 


un système de fonctions de P,. Le théorème suivant nous permet de 
dire si ce système est complet ou non. 


Théorème 7 (de complétude fonctionnelle). Pour que le système 
de fonctions Ÿ$ soit complet il est nécessaire et suffisant qu'il ne soit 
entièrement contenu dans aucune des cinq classes fermées T,, T:, S, 
M et L. 


Démonstration. Vécessifé. Supposons que Ÿ$ est complet, c’est-à- 
dire que [I] = P,, et qu’il est contenu dans l’une des classes 
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indiquées, que nous noterons %, i.e. $ = À. Alors en vertu des 
propriétés de fermeture et de la D de X#, on a 


P,=[$]S DK] = 


Donc % — P,. Cette contradiction prouve la condition nécessaire. 

Suffisance. Supposons que $ n'est entièrement contenu dans 
aucune des cinq classes mentionnées. On peut alors extraire de %$ 
un sous-système %’ composé d’au plus cinq fonctions et qui jouira 
de la même propriété. À cet effet, prenons dans Ÿ$ des fonctions 
fi, js frs fm et Ji n’appartenant respectivement pas aux classes 
To, T1, S, M et L et posons 


P' SE {fi Ji În Le à 


On peut admettre que ces fonctions dépendent des mêmes variables 
Lys + + + Zn (Voir remarque du $ 1). 

Nous ferons la démonstration de la suffisance en trois étapes. 

I. Construction des constantes 0 et 1 à l’aide des fonctions j;, f; 


et fn. 
Considérons la fonction f; & T,. Deux cas sont possibles : 
4. fi(1,...,1) = 1. Alors @ (x) = jf; (x, . . ., x) vaut { puisque 
p(0) = f:(0,..., 0) =1, p(1)=7:(1, ..., 1) = 1. 
La constante 0 s'obtient à partir de f;: f; (4, ..., 1) = 0. 
2. f;(1,..., 1) = 0. Alors œ (x) = f; (x, . .., x) est égale à x, 


car 


Considérons f; (fx & S). Comme nous avons x, en vertu du lemme 1, 
on peut obtenir une constante à partir de f;. On peut de même à 


l’aide de x obtenir la deuxième constante. Donc, dans les deux cas, 
on obtient les constantes 0 et 1. 


II. Construction de la fonction x à l’aide des constantes 0, 1 et 
de la fonction f,. Elle repose sur le lemme 2. 
III. Construction de la fonction x, & x, à l’aide des constantes 


0, 4 et des fonctions x et f,. Elle repose sur le lemme 3. 


On a donc réalisé les fonctions x et x, & x, à l’aide de formules 
sur Ÿ” (donc sur Ÿ). Ceci prouve la suffisance. 


Corollaire 1. Toute classe fermée NN de fonctions de P, telle que 
M = P, est contenue dans l’une au moins des classes construites. 


Définition. On dit qu’une classe % de fonctions de P, est pré- 
complète (ou maximale) si % n'est pas complète et si pour toute 
fonction f (f € P;,f ÉX) la classe N U {f} est complète. 

De la définition il s'ensuit qu'une classe précomplète est fermée. 
3% 
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Corollaire 2. En algèbre logique seules les classes To, T1, S, M 
et L sont précomplètes. 


Considérons un exemple illustrant les possibilités du théorème 
de complétude fonctionnelle. 
Exemple 15. Montrons que le système de fonctions 


fi = Lite, a = 0, fa = 1 et f, = 21 + 22 + x3 (mod. 2) 


est complet. 

On a: f364 To, fa Ë Ti, fo ÉS, fÈ M, f EL. D'autre part, l'éli- 
mination de l’une quelconque de ces fonctions nous conduit au 
système non complet : 


(fo: 5; fx} ( L, {1 Î 3 f:} (C Ti, 
{f1 Îa fu} (eus To; {1 Î2 fa} Ou W. 


Une conséquence immédiate de la démonstration du théorème 7 
est le 


Théorème 8. De tout système %$ complet dans P;, on peut extraire 
un sous-système complet contenant quatre fonctions au plus. 


Démonstration. On a vu que de $ on peut extraire un sous- 
système complet %” contenant au plus cinq fonctions. Il s'avère 
par ailleurs que la fonction f; & T, soit n’est pas autoduale (cas 1) 
puisque f; (0, ..., O0) = f; (1, ..., 1), soit n'est pas monotone 
(cas 2) puisque f; (0, ..., 0) > f; (1, ..., 1). Donc, le système 
fi, fs fm 1} Où le système {f;, f,, f,} sera complet. 

L'exemple 15 montre que la constante 4 ne peut être diminuée. 

Le théorème de complétude fonctionnelle ne fait pas que donner 
un critère de complétude, il permet (combiné à la représentation par 
la forme canonique conjonctive ou disjonctive) de trouver pour une 
fonction booléenne quelconque f une expression composée de fonc- 
tions du système complet %. 


$ 7. Aperçu des résultats de Post 


Le mathématicien américain E. Post a apporté une profonde 
contribution à l’étude des classes fermées de P,. Il à décrit la struc- 
ture de toutes les classes fermées de P,. Formulons certains des résul- 
tats les plus saillants. 


Définition. On dit qu'un système de fonctions {f1, fa, . + .,fs,+..} 
appartenant à une classe fermée M est complet dans M si sa fer- 
meture est confondue avec M. 


Autrement dit, un système est complet dans JM si toute fonction 
de M peut être exprimée par des fonctions de ce système. 
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Définition. On dit qu’un système de fonctions {f;, fo,. . .,fs,...} 
appartenant à une classe fermée M est une base de M s’il est com- 
plet dans Î et si aucun de ses sous-systèmes propres ne l’est dans NW. 

Ainsi, le système 


fi = Tito Ja = 0, fs = 1, fi = Li + XL + Ts 


est une base dans P,. On montre que le système de fonctions 
{0, 1, z1 & %2, 1 V/ x, } est une base dans la classe M. 


Théorème 9 (Post [21]). Toute classe fermée de P, possède une base 
finie. 

Théorème 10 (Post [21]). L'ensemble des classes fermées de P, 
est dénombrable. 


Post a établi le deuxième théorème et ensuite le premier, bien 
que le deuxième soit une conséquence logique du premier. 


CHAPITRE 2 


LOGIQUE k-VALENTE 


…, Les logiques k-valentes s’introduisent comme une généralisation 
de la logique binaire. De ce fait notre exposé sera bref par endroit 
et l’on passera sur quelques définitions et démonstrations identiques. 
Attirons l'attention sur les deux circonstances suivantes: 

1) de nombreuses propriétés et résultats de la logique binaire 
s'étendent aux logiques k-valentes ; 

2) certains faits des logiques k-valentes présentent des distinc- 
tions fondamentales avec l’algèbre logique. 

Pour ces raisons, certains problèmes ne possèdent pas une solu- 
tion aussi exhaustive qu'en algèbre logique, d’autres ne sont pas 
résolus du tout. 


$ 8. Fonctions de la logique k-valente. 
Formules et réalisation de fonctions par des formules 


Soit U — {u,, Us, . . ., Um, . . .} un alphabet de variables (d’ar- 
guments). On étudiera des fonctions f (u:,,..., ui.) (w;, = ui, pour 
vu) dont les variables sont définies sur l’ensemble Æ* — 
— {0,1,...,k —1}, telles que f (oi, . .., an) € E* pour &; € E* 
(= 1, 2; :.., n). 

Pour simplifier l'écriture on se servira pour les variables de U 
des métasymboles x, y, z,...etæ;, y;, Z;,.. . et pour les fonctions, 
de la notation plus simple 


Î (ti, e. + «9 En): 


I1 est évident que la fonction f (x,, . . ., æ,) est entièrement défi- 
nie par la donnée de son tableau (voir tableau 9). Dans ce tableau, 
les combinaisons sont les représentations des nombres 0, 1,...,k#"—1 
dans un système de numération à base k. Le symbole f sera interprété 
comme celui d’une application caractérisée par un tableau, les 
symboles x,, 2:,...,2æ,, comme les noms des colonnes. Les fonctions 
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Tableau 9 





d’une variable seront représentées par des tableaux ou par la subs- 
titution (généralisée) 
0 1...k—1 
S(x)=\.. ; 


lo 4 Üp_1 
où S(a) — i. 

Désignons par P, l’ensemble formé de toutes les fonctions de la 
logique k-valente sur l'alphabet U, et des constantes 0, 1,...,k — 1. 
Le nombre des combinaisons (œ,, ..., «,) des valeurs des variables 
Li, - . «, An étant égal à £”, on a le résultat suivant. 


Théorème 1. Le nombre des fonctions de P, dépendant des n varia- 
bles x,,...,2, est égal à k*”. 


Il s'ensuit de ce qui précède que dans P, pour k > 3 on se heurte 
à de plus grandes difficultés que dans P, aussi bien quand il s’agit 
de tirer le meilleur parti de la donnée tabulaire des fonctions que 
d'analyser toutes les fonctions de n variables. Dans P, déjà, le 
nombre de fonctions de deux variables est égal à 3° — 19683, c'est-à- 
dire que cet ensemble est démesuré. Aussi, dans P, la donnée tabu- 
laire des fonctions est-elle souvent délaissée au profit d’un algorithme 
de calcul. Par exemple, 


Dax, seu, 2) 


peut être considéré comme un algorithme qui délivre le maximum 
de toute combinaison (&1, ..., «&,) des valeurs des variables. Cet 
algorithme définit dans P, une fonction unique que nous désigne- 
rons par le même symbole. 

On introduit ensuite, comme dans P,, les notions de variables 
essentielles et inessentielles, et d'égalité des fonctions. Ceci nous 
permet de considérer les fonctions dans P, aux variables inessentiel- 
les près. 
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On traite ensuite des exemples de fonctions de P;, qui seront 
considérées comme des fonctions « élémentaires ». 

4) x = x + 1 (mod. k). La fonction x est ici une généralisation 
de la négation au sens d’une translation « cyclique » des valeurs. 

2) Nx = k — 1 — x. La fonction Vzx que l’on notera encore zx 
est une autre généralisation de la négation qui en littérature a reçu 
le nom de négation de Lukasiewicz. 

a 7 k—1 pour x —i, 

(TL) = 

A) 0 pour x Zi 
Pour i Æ k — 1 les fonctions 7; (x) généralisent certaines propriétés 
de la négation. 

4 pour x —i, 


4) j = | 0 pour z2Æi, 

La fonction j; (x) est la fonction caractéristique de la valeur à 
et pour à =£ k — À est une généralisation de la négation. 

5) min (x;, 2), une généralisation de la conjonction. 

6) xix, (mod. k), une autre généralisation de la conjonction. 

7) max (x, x), une généralisation de la disjonction. 

8) z1 + 2 (mod. k). 

De l’examen de cette liste de fonctions élémentaires, il ressort 
que les fonctions booléennes admettent en logique k-valente (k => 3) 
plusieurs analogues dont chacun d’eux généralise la propriété cor- 
respondante de la fonction. 

Ensuite, de même qu’en algèbre logique, on introduit la notion 
de formule sur un ensemble de fonctions $. On désignera les formu- 
les par les symboles YA, #, ... avec ou sans indices. Si l’on veut 
spécifier la dépendance d’une formule par rapport à des variables 
ou mettre en évidence les fonctions qui composent la formule, on se 
servira des notations 


À (1: sn) À [71 ss Je] 


A toute formule % (x, ..., x) est associée une fonction 
f (t1, . . ., x,) de P,. Cela étant, on dira aussi que la formule % 
réalise ou engendre ou représente la fonction f. La superposition de 
fonctions de $ et l’opération de superposition ont ici le même sens. 
On introduit ensuite la notion d'équivalence des formules À et #: 
A — F si les fonctions fy et fx engendrées par À et $ sont égales. 
La notion d'équivalence nous permet de décrire les principales 
propriétés des fonctions élémentaires. Indiquons quelques-unes d’en- 
tre elles. Supposons que (x, °c x,) désigne l’une quelconque des 
fonctions min (x1, 22), tit (mod. k), max (x,, x), x, + x, (mod. k). 
1. La fonction (x, oc x,) est associative: 


((Z1 ° Lo) © Ta) = (T1 © (T2 © T3). 


(i=0,...,k—1). 
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2. La fonction (x, o x,) est commutative: 
(ti 0 To) = (t2 © m1). 

On désignera parfois les fonctions min (x,, x,) et max (x;, æ) 
respectivement par (x, & x.) et (x, V x). Compte tenu de l’asso- 
ciativité et du fait que l’opération & prime sur l’opération \/ (voir 
remarques 1, 2 et 3, $ 3, chap. 1) on peut, pour noter les formules, 
se servir des expressions obtenues par suppression de certaines paren- 
thèses. 

Indiquons encore quelques groupes d'identités (règles) relatives 
au système de fonctions élémentaires 


{0,..., k—1, To(x), ..., In (x), min (x, x,), max (x, æ)}. 
3. Règles de descente du symbole Z à l’« intérieur » d’une formule : 


Lo (e)= | 


k—1Â pour c—50, 
de horse (6, C0, À 4,40): 
To (x) VV Li (x) V Liu (x) VV 3 (x) pour o =0, 
Lu en] 0 pour 0<o<k—1, 
I, (x) pour o—k—Î; 
Lo (2122) = Lo (T3) (Lo (22) V - +. V Ta (te) V 
V To (to) (Lo (ts) V ++. V Tn-s (is); 
To (ei V Ze) = Lo (ti) (Lo (te) V +: + V To (t2)) V 
V To (te) (Lo (ts) V + + + V To (ti). 
4. Propriété de distributivité: 
(t1 V Ze) ï3 = (ris) V (t2t3), 
(tite) V 3 = (ti V Z3) (te V ts). 
o. Règle d'élimination des entrées « pures » d’une variable: 
m1 (x) V 23 (2) V... V (&—1) 13 


6. Règle d'introduction d’une variable: 


Ti = (Lo (te) V +... V T1 (to). 
7. Règles de simplification : 
1, (x) pour T—0, 
Lo (a) 1 (2) = | 0 pour T0; 
OT = min (0, T); Oo T—= max (o, t); 
(k—1)xz=x; 0x = 0; 
—1)Vz=k—-1; 0Vzxz= x. 
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Par des transiormations équivalentes on peut obtenir de nouvelles 


identités à partir de quelques identités (par exemple les identités 
1 à 7) relatives au système de fonctions élémentaires 


{0,1,...,k —1,7,(x), ..., T1 (x), min (x,, x,), max (x, æ)}. 


L'étude des propriétés des fonctions élémentaires montre que 
ces propriétés ne caractérisent pas toutes les généralisations des 
fonctions booléennes. Illustrons ceci sur des exemples. 

Exemple f. 


1) = (<x) = x, mais x £ x (pour # > 3). 


2) min (x;, ,) = max (x, 2), mais 


min (T4, 2) = max (zu, 2). 


En conclusion nous allons exhiber une identité analogue à la 
forme canonique disjonctive qui jouera un rôle important dans la 
suite de l’exposé : 


fisss. En) V ; “au . & Lo, (Tn) & f (Sy: - . ., On). 


4 n 


La démonstration se réduit à une vérification directe. 

I1 est aisé de voir que toute formule sur l’ensemble de fonctions 
élémentaires {0, 1, ..., 4 — 1, To, (x), ..., I, (x), min (x, x), 
max (z1, &)} peut être transformée en une forme normale disjonctive 
à l’aide des identités 1 à 7. De là on peut démontrer aisément que les 
règles 1 à 7 permettent de passer d’une formule quelconque sur 
l’ensemble donné à une formule équivalente. Ceci montre que le 
système d'’identités { à 7 est dans un certain sens complet. 


$ 9. Exemples de systèmes complets 
Dans P; la définition de la complétude est la même que dans P.. 


Définition. On dit qu'un système %$ de fonctions f:, fo,. . ., far... 
de P, est fonctionnellement complet si toute fonction de P; peut être 
représentée par une formule sur ce système. 


On verra plus bas des exemples de systèmes complets. Pour prou- 
ver la complétude d’un système on ramènera ce problème à celui 
de la complétude d’un autre système (voir $ 5, chap. {). 

1. Le système $ — P, est complet. Il est évident que l’ensemble 
de toutes les fonctions de P, est complet. 

2. Le système 


VB — {0,1,...,k—1,7,(x),...,131 (x), min (x,,22). max (x, 22)} 


est complet. 
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Théorème 2. Le système 
D — {0,...,k—1, JZ,(x),...,13-; (x), min (21, 22), max (x1, t2)} 
est complet dans P;. 


Démonstration. Soit f (x,,...,x,) une fonction arbitraire de P;. 
Elle admet la décomposition 


fau) Vo lat)... & To, (En) & f (ou +225 On). 


se. n 


Cette décomposition ne fait intervenir que des fonctions de %. 
C.q.f.d. 


3. Le système $—{x, max(x,, x)} est complet. 


Théorème 3. Le système R—{x, max(x,, x)} est complet 
dans P;,. 

Démonstration. a) Construction des constantes. La fonction 
x = x + À nous donne les fonctions 


z+2=(x+1)+1, ..., z+k—1—(x+k—2) +1, 
z=xz+k={(x+(k—1)) +1. 
On voit immédiatement que 


max (4, x +1l,...,xz+k—1)=k—tî. 


De là on obtient les autres constantes à l’aide de x. 
b) Construction des fonctions d’une variable. On obtient d'abord 
les fonctions Z; (x) (i = 0, ..., k — 1): 
1,(z)=1+ max {r+a}. 
QaZÆR-1-1 
En effet, si x — à, le premier membre est égal à 4 — 1 et le second à 


{+ max {i+ai-=1+ max {ita}—=1+k—-2=k—1; 
i i+azÆk-1 


ak —1—1 
si xÆi, le premier membre est égal à O0 et le second à 


1+ max {x+a}=1+(x+(k—1—zx))=k=0. 


aÆkh—1—1 
Introduisons la fonction 
S pour æ—i, 
fe. (= | | 
0 pour x Æi. 
Montrons que 


fe: (x) = 8 + 1 + max [J; (x), k — 1 — sl]. 


Ceci ressort facilement des graphiques représentés sur la figure 1. 
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Si 7 (x) est une fonction arbitraire d’une variable de P;,, alors 
f(x) = max {fs(0), 0 (x), fscn, 1 (&), +, fs-15, #1 (&)}, 
et en particulier 
 T= Max {fn-1,0 (x), fn-2,1(X), ..., fo, -1 (x)}. 
c) Déduction de min (x,;, x,). On a vu que 
min (21, Lo) = Max (x, 2), 
d’où 
min (1, Ze) = max (x, at). 
Donc toute fonction du système 
{0,1,...,k—1,7,(x),...,1»1 (x), min (x,,2,), max (x,,x,)}, 


dont on a prouvé la complétude, peut être exprimée par des formules 
sur le système %. Donc, le système % est complet. C.q.f.d. 


k-1 o #-1 





OT ÿ-1 ii k-1 0 1 i-tiitf k-1 OT E-Tii+f +k-f 
l; (z) maz [l;(x), k-1-$] 5+1+maz(J;(2), k-1-5] 


Fig. 1 


Posons: V; (21, x) = max (x, x2) + 1 (mod. k). La fonction 
Vz (21, 22) s'appelle fonction de Webb. C’est un analogue de la fonction 
de Sheffer. 

4. Le système $ — {V4 (x, z2)} est complet. Le problème de 
cette complétude peut être ramené à celui de la complétude du systè- 
me 9. 

A la notion de complétude est reliée la notion de fermeture et 
de classe fermée. 


Définition. Soit M un sous-ensemble quelconque de fonctions 
de P;. On appelle fermeture de M l’ensemble [M] de toutes les 
fonctions de P, représentables par des formules sur M. 


Définition. On dit qu’une classe (un ensemble) M est fonction- 
nellement fermée si [M] = M. 


Tout ce qui a été dit sur ces notions dans P, se généralise à P,. 
Voici des exemples d’ensembles fermés. 
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Exemple 2. 1) La classe M — P;, est visiblement fermée. 

2) Soit 6  E". Désignons par T4 l’ensemble de toutes les 
fonctions f(x:,...,2) de P; telles que f(a,,...,a) E6sSia ee 
(i—1,...,n). En d’autres termes 74 est l’ensemble de toutes les 


fonctions de P, conservant €; on notera ceci par 
f(E, Ë,...,8)=6. 
La classe M — Ty est manifestement fermée. 


On peut donner de la complétude une définition en termes de 
fermeture qui est équivalente à la première: M est un système com- 
plet si [M ] —= P;. 

La notion de classe fermée peut être appliquée à l’établissement 
de la non-complétude de certains systèmes. 


Exemple 3. Considérons le système $ — {-—zx, max (x,, x)}. 
Soit € — {0, k — 1}. Comme ces deux fonctions conservent &,ona 


PRIS TS. 
Comme #8 = E* pour k >, Tg ne contient pas, par exemple, la 
constante {. Donc, Ÿ$ ne sera pas un système complet pour k > 3. 
Sur cet exemple on voit que le système { zx, max (x, x,)} n’est 


pas complet bien qu’il soit une généralisation du système {x, x, \/ x} 
de fonctions booléennes. 


$ 10. Reconnaissance de la complétude. 
Théorème de complétude 


« 


Passons maintenant à l'étude de la complétude de systèmes 
arbitraires Ÿ$. On s’occupera donc du problème de savoir comment 
d'après un ensemble $ on peut dire s’il est complet ou non. Ce 
problème admet deux approches. 

La première approche est algorithmique. Elle implique de pré- 
ciser ce qu'on entend par l'expression «soit donné un système 
arbitraire $ ». A cet effet, nous allons restreindre ce problème et 
supposer que le système est fini: 


P —— {1 ro 15h 


donc il peut être donné explicitement soit par un tableau soit par 
une liste de formules. Comme pour k# = 2, on peut admettre que 
chaque fonction du système $ dépend des variables x,, x,, . . ., æn. 
Le problème peut s’énoncer sous la forme suivante: existe-t-il un 
algorithme permettant de dire si un système % fini est complet ou non 
(problème de reconnaissance de la complétude). 

Pour p > 1 quelconque, posons 


8 (T1, . Lp) —= À;, 
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et soit M, _ l’ensemble de toutes les fonctions de M dépen- 


dant des variables x, . .., x». 


Théorème 4. 71 existe un algorithme de reconnaissance de la complé- 
tude. 


Démonstration. Construisons par récurrence une suite d'’en- 


sembles 
Jos issus 5e: 


de fonctions de deux variables x, et x. 

Base de la récurrence. Posons %, — A, où A est un ensemble 
vide. 

Passage de la récurrence. Supposons qu'on ait déjà formé les 
ensembles %,, M, ..., Ÿ,; montrons comment il faut définir 
l’ensemble %,,,. Ecrivons à cet effet les fonctions qui composent 
MN, (r > 0): 


N} = {h; (T4, Lo); .….. he, (x, Zo)} (Sr = 0 pour r =), 


et considérons pour chaque à (à — 1,...,s) toutes les formules dela 


forme 
Ji (A: (Z1, Lo),  . H} (x1: To)), 
Où y (x1, x2) est soit la fonction h; (x, x) (j = 1, ..., s,), soit 
85 (Z1, Ta). 
Ainsi, en examinant les s (s, + 2)" formules, on obtiendra peut- 
être des fonctions n’appartenant pas à Y,. Désignons-les par 


Rs ss (z4 T2); 169 hs. (4: La). 


Posons N,44—N, |) (hs (ris Lis ahs hs. (x, Z)}. Il est évident 
que 

eme eT 
De la construction il est clair que si J,:, — N,, alors Y, — 
— ,1, — ..., c'est-à-dire que la suite des ensembles « se stabili- 
se ». Désignons par r* le plus petit indice à partir duquel a lieu cette 
« stabilisation ». Alors la suite d’ensembles 


Mes... EC R,x 


sera strictement croissante. Comme la puissance de V; est <k°, on 
a r* <k*. Donc, la «stabilisation » peut intervenir au bout d’un 
nombre fini de pas. Considérons l’ensemble J,x. Deux cas sont 
possibles. 

1) K,+ contient toutes les fonctions des variables x, et x,, donc 
Vz (x, x). Le système donné est alors complet. 

2) À,+ ne contient pas toutes les fonctions de x, et de x,. Comme 
RL, — Jr», alors [SI ne contient pas toutes les fonctions de 


x, et de x,. Par suite, $ n’est pas complet. 
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L’algorithme consiste donc à construire les classes K,, R,, . . . 
..…., À,x jusqu’à la « stabilisation » et à définir ensuite par l'étude: 
de la classe J,+ si le système est complet ou non. Ceci achève la 
démonstration du théorème. 


Théorème 5. De fout système $ complet dans P, on peut extraire 
un sous-Système fini qui est aussi complet. 


Démonstration. Soit $ — {f,, fs, ..., fs, . . .}. Le système 
étant complet, la fonction V, (x,, x.) peut être exprimée au moyen 
des fonctions du système Ÿ par une formule: 


Vies )=U Us. fil 


Il est évident que le sous-système ({f:, ..., fi} est le système 
cherché. C.q.f.d. 

Donc, il n’existe pas de systèmes complets essentiellement infinis. 
et la restriction imposée dans le problème de reconnaissance de la 
complétude n’est pas aussi forte qu’elle ne pouvait le paraître de: 
prime abord. 

La deuxième approche implique la vérification de certaines. 
propriétés de la classe % 

Nous allons introduire une notion et prouver deux lemmes relatifs. 
à cette notion. 

Soit À la classe des fonctions h; (y,, . . ., y») de P; dépendant 
de p variables y,, . . ., y. Supposons qu'elle contient les fonctions. 
Li (Ya, - +, Yn) = yi(i= 1, ...,p). 


Définition. On dit qu’une fonction f(x;, ..., x,) préserve 
l’ensemble R si pour des fonctions quelconques h;, (y, ..., yh), ... 
sc. Ri (Yu -.., y) de Y on a 


f (hi (ya ses Up); ie) hi, (Y:; .. Yp)) EX. 
Désignons par M la classe de toutes les fonctions de P, pré- 
servant . 

Exemple 4. Soient 4 = 2, p = 1 et R — {y, y}. Alors la fonc- 
tion f (x, ..., x,) qui préserve l’ensemble % vérifie la relation 
1 (y, .. y°n) = y9, 

d’où : h L 
Hoi 2, On) 1 (Os... 100): 
Donc la fonction f (x, . . ., x,) est autoduale et la classe des fonc- 
tions préservant Y est la classe S des fonctions autoduales. 
Lemme 1. La classe M des fonctions préservant K est fermée. 


Démonstration. Il est évident que la classe M contient la fonc- 
tion identique. Donc, pour prouver que la classe M est fermée il 
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suffit de montrer que la fonction ® = f (f,,..., fm) est un élément 
de Mt si les fonctions f, f,,..., fn le Sont. Supposons que ® dépend 
de n variables. Soient h;,, ..., hi, des fonctions arbitraires de Jt. 


Alors 

Dhi,, ..., hi )=f(fiGhis ..., hi), fm his ce. ki) = 
(isa) 

où les fonctions À,, ..., H} appartiennent à la classe 9%, donc 


f (H:,..., Hy») appartient aussi à J. Ceci prouve le lemme. 
Lemme 2. Si la classe est telle que LL Per — NN, alors la 


classe M des fonctions préservant À est telle que 
Mu..y, — À. 
Démonstration. Soit A (y1, ..., y,)EN. Alors 
h(hi, ..., ki) ET... = X, 


c'est-à-dire que kEM,....,,. D'autre part, si 


F (Yis s ès Yp) EN... ypt 
en substituant g1, . .., £p à Y1, - . ., Yr, On obtient 
ga ..., 8) EN ou f(yr ..., VER. 
Ce qui prouve le lemme. 


Théorème 6 (de complétude fonctionnelle de A. Kouznetsov [51). 
On peut construire un système de classes fermées dans P}; 


Mis Mo ..., Ms 


dont aucune n'est entièrement contenue dans une autre classe, et tel 
qu'un sous-système de fonctions de P; est complet si et seulement s'il 
n'est entièrement contenu dans aucune des classes M 1, ..., M .. 


Démonstration. Construction du système de classes M, . .., M. 
Soit Mi, No, - . ., Jès le système de tous les sous-ensembles propres 
de fonctions de P, dépendant des variables x, et x,, qui vérifient 
les conditions suivantes (i — 1, ..., l): 

1) À; contient les fonctions g; (x, z>) = 1 et Lo (X1, Lo) = Xo; 


2) Pileix, = Ne 


On construit les sous-ensembles indiqués en examinant tous 
les sous-ensembles propres de l’ensemble des fonctions de P, dépen- 
dant de x, et x, (dont le nombre est << 2**°). Cela étant, on ne retient 
que les sous-ensembles qui contiennent les deux fonctions g, et g2. 
Ensuite on vérifie la condition [R],,,, = pour tout sous-ensemble 
retenu comme dans le théorème de reconnaissance de la complétude. 
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Désignons par MM; la classe des fonctions préservant le sous- 
ensemble %;. Les lemmes 1 et 2 nous disent que M; est une classe 
fermée telle que 


[Mile NE N; 


(c'est-à-dire que toutes les classes sont distinctes). 
T1 reste ensuite à éliminer les classes qui sont contenues dans une 
autre. On obtient en définitive le système 


Mig Mas sos Mg 


Nécessité. Elle résulte de la fermeture et de la non-complétude 
des classes M;. 

Suffisance. Soit M € P, un système de fonctions qui n’est 
entièrement contenu dans aucune des classes Mt, (i — 1, ..., s). 
Admettons que MW est une classe fermée. Désignons par M’ la classe 
[M U {a1, gl. Il est évident que les classes Mt et Mt’ sont simulta- 
nément complètes ou non complètes, puisque 


M = Ne U (Kg: g2}] 


et que la fonction V},; (x;, x,) soit appartient simultanément à M 
et à JM’, soit n'appartient à aucune de ces classes. Prenons W' — 
= %N,,+k,. Montrons que NN’ contient toutes les fonctions de x, 
et de x,. En effet, dans le cas contraire il est évident que 


R'=N, et M'=M em. 


Comme M SW, il vient que MEZM,, ce qui est absurde. Donc, 
hR',et par suite M’, contient la fonction V, (x,, +2). Il s'ensuit que 
la classe MN”, donc la classe Mt, est complète. C.q.f.d. 

Attirons l'attention sur le fait que le théorème de Kouznetsov 
prouve qu'il est possible d'exprimer les conditions de complétude 
du système À en termes d'appartenance de ce système à des classes 
spéciales M,, ..., M. Cependant, la construction de ces classes 
même pour des k peu élevés implique des calculs insurmontables. 
D'où la nécessité de chercher des critères plus efficaces. Nous verrons 
que cèla est possible moyennant des restrictions, c’est-à-dire moyen- 
nant la connaissance d’une information subsidiaire sur le système *. 


$ 11. Quelques propriétés des fonctions essentielles. 
Critère de complétude 


Dans ce paragraphe on se propose de prouver un critère de complé- 
tude. Pour cela on aura besoin d'étudier plus en détail les propriétés 
des fonctions f (x, .. ., x,) de P, qui dépendent essentiellement de 
deux variables au moins. Ces fonctions seront appelées essentielles. 
Prouvons trois lemmes. 


k—0382 
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Lemme 3. Soit f (x, . .., x,) une fonction essentielle prenant | 
([=> 3) valeurs. Soit x, une variable essentielle. IT existe alors deux 
combinaisons (a, &»,..., an) et (B, &, . . ., &,) telles que 


Fr ses MeV br 1:84, @) 
et f (a, Lo, . . ., xh) prend une valeur différente de f (4, &2, . .., &,) 


et de f (B, %o, . . ., Gt). 


Démonstration. Comme zx, est une variable essentielle de la 
fonction f, il existe des valeurs &,, . . ., «, telles que la suite 


Press am Fresh SR = loss sa 0) 


contienne au moins deux valeurs différentes. Deux cas sont possibles. 
1) La suite (x) ne contient pas toutes les / valeurs. Considérons 


une combinaison (@, ÿ:,. . ., Y.) telle que la valeur f (&, y», . . ., Ah) 
n’appartienne pas à la suite (x). Il est évident que 
f (œ, os + +. Qn) Æ f (&, Vas + +. Yn). 


Soit $ l’une quelconque des valeurs pour lesquelles 
FIBrOS a )ET (Gr ds Er h 
Il est évident que 


Pb nus GT (Vos PR 


2) La suite (+) contient toutes les / valeurs. La fonction f étant 
essentielle, il existe un a tel que 


J (a, Lo, . . ., 4h) Æ Const 
(sinon jf ne dépendrait essentiellement que d’une variable). Il s’en- 
suit qu'il existe des combinaisons (&, &», . . ., Gn) et (@, Yo, - . ., Vn) 
telles que 
PO rer OT Ve sans Va 
Comme la suite (+) contient / (1 > 3) valeurs, il existe un $ tel que 
Pb se NON EE TO Ge ro), 


f (B, Gr, . .., an) Æ f (a, Vas... Yn): 


Ce qui prouve le lemme. 
Soit G un ensemble fini. Désignons par | G | le cardinal de G. 


Lemme 4 (fondamental). Si f (x1, . .., x,) est une fonction essen- 
tielle prenant au moins lL (1 > 3) valeurs, alors il existe n sous-ensembles 


G1,..., G, de l’ensemble E* tels que 
à CS NC PEER NC CE 
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et que la fonction f prend l valeurs sur l’ensemble des combinaisons 
(ou, . .…, Gn), où a; EG; (i —=1,..., n), c'est-à-dire que sur G1 X 
X GX... X G, la fonction j prend l valeurs. 


Démonstration. On peut admettre que x, est une variable essen- 
tielle de la fonction f. D’après le lemme précédent il existe trois 
combinaisons 

(a, Œos +. a), (B, Us + +.) Œ)s (œ, Vos + +. Vu) 


sur lesquelles f prend trois valeurs distinctes. Ajoutons à ces trois 
combinaisons les ! — 3 combinaisons 


(OO uno res (ON PR Os 0), 


sur lesquelles f prend les { — 3 valeurs restantes. 
Posons 
Gi; bp; 0e OUR 


Ga = {An YVn n °°° Ô(—3)}, 


Les ensembles construits vérifient visiblement les hypothèses du 
lemme. C.q.f.d. 


Définition. On dit qu'un système de la forme 


(GS ee rs dés ss in Cie see) 
(Oh spas Grin Di On ares Ga OO nues CE) 
(a, ne 79 CARS TE B;, CARRE EEE | Œj-1: B;, Œj+1s 9 1919 Cn)» 
(@; es.) Œints Ai, Œjtgs + + +) Àjÿ1) Bj: Œj+is + + Qn) 


est un carré si a; = f; et à; = f;. 


Lemme 9. Soit f (x1, . .., x,) une fonction essentielle prenant Il 
valeurs (1 > 3). IT existe alors un carré sur lequel f prend soit plus de 
deux valeurs, soit deux valeurs, dont l’une en un seul point de ce carré. 


Démonstration. Admettons que x, est une variable essentielle 
de la fonction jf. En vertu du lemme 1 il existe des combinaisons 
(Ode uns eh (bee 0e) (os Vas pe) 


sur lesquelles f prend trois valeurs distinctes. Ces combinaisons 
engendrent un cube d’arête 2; c’est-à-dire un cube qui se projette 
sur chaque axe en deux points aux plus et dont la dimension est & n. 
Ce cube se définit comme 


(0, BE X (ds Vs ess X us Val. 
LE 
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Considérons les hyperplans x, — « et x, — f (voir fig. 2) de ce cube. 
Dans l’hyperplan x, — «à relions le point (æ&, ..., &,) au point 
(Y2s  : ., Yn) par une suite d’arêtes contenues dans cet hyperplan 
(chaque arête relie un couple de combinaisons voisines, c’est-à-dire 
des combinaisons appartenant à l’hyperplan et différant en une 

coordonnée et une seule). Cette sui- 

(asie) (V3, YŸn) te d'’arêtes en définit une autre 

par projection sur l’hyperplan x,— 

NA Tea — $. Tout couple d’arêtes homolo- 
: gues forme un carré, si bien qu'on 

obtient une suite de carrés. Sur 

l’arête À, du premier carré, la 

fonction f prend les valeurs f («, 
Gosse) et LT (Ds ons 2 

Zy= sur l’arête À; du dernier carré, 
elle ne prend pas l’une au moins de 

50) ces valeurs. Dans ce cas, il existe 

dans cette suite un carré (de nu- 

Fig. 2 méro à pour fixer les idées) tel que 

sur l’arête R; la fonction prend 

les valeurs f (a, 2, ..., a&,) et jf (B, &2,..., «,) et sur l’arête 

R;2, ne prend pas l’une au moins de ces valeurs. Le carré d'indice 
i est le carré cherché. Ce qui prouve le lemme. 

Les lemmes prouvés admettent une interprétation géométrique 
simple. Soit f (t1,..., x,) une fonction essentielle prenant / valeurs, 
où {> 3. Alors: 

1. Il existe un cube d’arête 2 sur lequel la fonction f prend au 
moins trois valeurs (lemme 3). 

2. Il existe un cube d’arête Z — 1 sur lequel la fonction f prend 
toutes les Z valeurs (lemme 4). 

3. Il existe un carré sur lequel la fonction f prend soit plus de 
deux valeurs, soit exactement deux valeurs, dont l’une en un seul 
point (lemme 5). 

Remarque 1. Les lemmes 3 et 4 n'ont pas de sens pour k = 2, 
le lemme 5 a un sens, mais est faux, puisque la fonction 


Î (us Lo) = 1 + xs (mod. 2) 


prend sur son domaine de définition, qui est un carré, deux valeurs, 
et toutes deux avec la multiplicité 2. 

Remarque 2. Les lemmes 4 et 5 ne peuvent pas être renforcés. 
En effet, supposons que 3<1<k—1, n > 3 et que 


l'DOUL Mi. T7, = ill, 


fa (a en | 


0 en d’autres points. 
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Soient G1, ..., G, des ensembles quelconques de £* et 
LS Gba Gr dRer2 


Alors la fonction f, ne peut prendre toutes les Z valeurs sur G; X... 

. X G,. D'autre part, f, ne prend pas plus de deux valeurs sur 
tout carré. 

Lorsqu'on étudie des fonctions f (x,, . .., x,) de P, douées de 
certaines propriétés sur un ensemble € = G;, X ... X G,, on est 
souvent amené à passer à des fonctions f' (x,, . .., x,) jouissant des 
mêmes propriétés, mais éventuellement sur un autre ensemble 
€ — GX... X Gn. Ce passage de la fonction f à la fonction f 
sera appelé normalisation. La normalisation est donc reliée à une 
transformation des variables et des valeurs de la fonction f, cette 
transformation étant de la forme 


Ÿ (tas + +, Zn) = Ÿ (f (Pa (tu), + + +, Vn (&n))). 


Dans ces transformations, nous partons du fait que | G, | = | G; | = 
= db, ... lGl= | | — |,. Désignons par Mo; - + M1 les 
valeurs prises par f sur l’ensemble & et par n,,..., "1, une com- 


binaison de nombres deux à deux distincts de Æ?. La normalisation 
est donc définie par l’exhibition de correspondances biunivoques 
entre les ensembles : 


/ ’ 
{Mo ses Mi-1} vu {Mo “es Ni-1} 
, 
G, <— G,;, 
Gr — Gn. 
Ces correspondances biunivoques peuvent être assorties d’une con- 
dition subsidiaire consistant par exemple en ce qu'un point fixe 
(ay, . . ., &) de 6 soit associé à un point fixe (œ,,..., &r) de 6” 
et n; à ni. Il est évident que ces correspondances peuvent être réalisées 
par des fonctions W (x), #, (x), ...,W%, (x) de P, que l’on peut toujours 
choisir dans l’ensemble des permutations:; si /,1,,...,l, <k — 1, 
on peut les choisir dans un ensemble de fonctions d’une variable, 
prenant au plus 4 — 1 valeurs. Il est évident que la normalisation 
laisse invariantes les multiplicités des valeurs de la fonction f sur 6. 
Dans la suite, on utilisera la normalisation sous les formes suivantes : 


1) os ++, Ms} = Eos + M1}, (a) = 2%, 

Gi=40, ...,1;—1} (i—1,...,n). 

sus 00) 

{né ..., m1) = 40, ..., 1 —1). 

3) {n!, ..., 1) = 40, ..., 1—1}, Gi—40, ...,1,—1) 
hs): 


2) GG, Vi(x)=x (i=1, 
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Le cas 1 (changement des variables) et le cas 2 (changement des 

valeurs) sont des cas de normalisation incomplète. Pour points 

fixes n; et (&,, ..., «,) on prend généralement 0 et (0, . .., O). 
Prouvons maintenant un théorème qui généralise le théorème 


de Slupecki (1251). 


Théorème 7. Supposons qu'un système %$ de fonctions de P», 
k => 3, contient toutes les fonctions d'une variable, prenant au plus 
k — 1 valeurs. Pour que le système %$ soit complet il est nécessaire et 
suffisant qu'il contienne une fonction essentielle f (x, . .., x,) qui 
prend toutes les k valeurs. 


Démonstration. ÂVécessité. Supposons que %$ est un système 
complet et qu’il ne contient pas de fonction essentielle prenant toutes 
les 4 valeurs. Il est évident alors qu’on ne peut obtenir à partir de $ 
une fonction essentielle prenant toutes les k valeurs. Cette contra- 
diction montre que Ÿ$ contient une fonction essentielle prenant toutes 
les À valeurs. 

S'uffisance. Supposons que $ vérifie l’hypothèse du théorème 
et contient une fonction essentielle f (x, . .., x,) prenant toutes 
les k valeurs. Prouvons par récurrence que $ est complet. 

1) Base de la récurrence. Montrons qu'à partir de $ on peut 
obtenir toutes les fonctions de P}, prenant deux valeurs. D’après 
le lemme 5 il existe un carré 


(1, cs Dinys Dis Mjtys + ee) Ljiys Dj Œj+is + + Qn); 
(1, s...) Li: B;, Qi, + +.) Œj-1» js Œjtys + + + ds 
(dis + +, Qiins Pis Gipas + +, Gjias Dj, Qjgas + « ., An), 
(1, es Æjngs Lis its ee es Xj.1) B;, Œjtys + + + di 


où a; =£ Bf;et «a; =£ B;, sur lequel la fonction f prend au moins deux 
valeurs, dont l’une, n, en un seul point. Soit la fonction (x): 


O0 pour x =n, 

PE À pour xÆ£n. 

Il est évident que (x) € Ÿ. Soit 

£ (Z1: T2) — p (7 (ce; ee en Qinys Lys Lits + es Œÿ yo Los jt + « 0) 


La fonction g (x,, x,) prend sur le carré {(œ;, a;), (B;, «;), (B;, B;), 
(c;, B;)} deux valeurs, la valeur 0 en un point que nous désignerons 
par (œ,, «°) et la valeur 1. En effectuant une normalisation incomplète 
telle que le point (0, 0) se transforme en (af, «°), on obtient une 
fonction g’(x,, x.) telle que 


g' (Xi, Lo) = & (a (ti): Ve (to), 
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Où V1, V2 € À. La fonction g” (x, x.) est visiblement un maximum 
sur l’ensemble {0, 1} X {0,1}. Désignons-la par x: \/ 122. Comme 
le système % contient les fonctions j; (x), où 


in 


1 pour x —i, 
0 pour x Æi, 
il vient que 

T1 Ro1iXe — Jo (jo (X1) V o1/0 (t2)) 
est un minimum sur l’ensemble {0, 1} X {0,1}. Soit À (x1,...,xm), 
h =£ const, une fonction quelconque prenant les valeurs 0 et 1; 
alors 


hrs) \/ Joy (t1) & +. & jo, (2) & (01, -.., Om) = 
(Otisss 0) 
= Voi  Joi (21) &ot - ++ &oifo,, (tm) oil (01, --., Om) 
(O1, Feet On) 
On peut donc obtenir la fonction h(x,,..., Zm) à partir du système À. 


Comme *Ÿ contient toutes les fonctions d'une variable, qui prennent 
deux valeurs quelconques, on peut à partir de %Ÿ obtenir toutes les 
fonctions prenant deux valeurs quelconques. 

2) Supposons qu’à partir de Ÿ on ait construit toutes les fonc- 
tons prenant au plus ! — 1 valeurs, ? — 1 << k. Montrons qu'on 
peut alors construire toutes les fonctions de P, prenant Z valeurs. 


Soit une fonction f (21, ..., æ,). D’après le lemme 4 il existe n 
sous-ensembles G:, ..., Gh, tels que [G [<l—1(i—1,...,n) 
et que la fonction f prenne ! valeurs no, M1, - . ., Mr Sur 6 — 
= GX... X G,. On conviendra que ces valeurs sont prises res- 
pectivement sur les combinaisons suivantes de €: 

QUO On) 


. (1) (1) (1) 
CET (Ps TC 0 


TE 1-1 l—1 1-1) 
au = (aŸ71), af, .., at, 


f(aO) = mo, f (at) = nm, ..., f (a) = ny 4. 
Montrons qu'avec les fonctions de $ on peut construire une fonction 
R (x1, . :., Tm) prenant les valeurs no, M1, + + ., 1-1. 

En effet, la fonction À (x,, ..., tm) peut être définie à l’aide 
du tableau 10 dans lequel o — (5,, ..., 6m). Définissons les fonc- 
tions W; (x1, . . ., Xm) (j — 1, ..., n) comme indiqué dans le ta- 
bleau 11. Alors 


Hess brel eee rs de)) 
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Tableau 10 Tableau 11 
TL Tm hk (Z1, .. Tm) T1 .. Tm Ÿ; (x, ….., Tm) 
Or ss. Om | Ni(o) Or .. Om | as (02 
car 


F (Pa (O1 -.., Om); ++. Vn (Os ++. Om)) = 
= j (ao, afi(O)) — nicoys 


h (O1, ET Om) — (0): 


Si l’on dispose de toutes les fonctions prenant les Z valeurs données 
Mos + + + Ni ON peut, dans le cas Z/ << k, obtenir à l’aide de fonctions 
d’une variable, qui prennent au moins X valeurs les fonctions restan- 
tes prenant / valeurs. Donc, en appliquant cette procédure on arrive 
jusqu'à ! — k et l’on construit ainsi toutes les fonctions de P;. 
Ceci prouve la condition suffisante. 


Corollaire (critère de Stupecki). Supposons qu'un système Ÿ de 
fonctions de P,, k > 3, contient toutes les fonctions à une variable. 
Pour que ce système soit complet il est nécessaire et suffisant qu'il con- 
tienne une fonction essentielle f (x1,. . ., x,) prenant toutes les k valeurs. 


Remarque. Le théorème prouvé est vrai pour k > 3 et ne peut 
être généralisé au cas À — 2. En effet, le système 


VS = {0, 1, x, zx, Ty + Lo} 


n'est pas complet, puisque $ = L. 

L'utilisation directe de ce théorème et à plus forte raison de ses 
corollaires n’est pas toujours commode, car il faut préalablement 
établir l’existence dans %Ÿ de toutes les fonctions d’une variable, 
prenant au plus 4 — 1 valeurs, c’est-à-dire k* — kl fonctions. Les 
difficultés soulevées par ces procédures croissent fortement avec *. 
On a donc intérêt à remplacer dans les énoncés des théorèmes la 
condition que le système contienne un ensemble donné de fonctions 
d’une variable par la condition qu’il engendre cet ensemble de 
fonctions d’une variable. Ceci peut être établi d'une manière bien 
plus économique : par exemple si l’on sait qu’à partir de Ÿ on peut 
obtenir des systèmes concrets de fonctions d’une variable engendrant 
toutes les fonctions d’une variable. 

Voici deux exemples de tels systèmes. 
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Théorème 8 (S. Piccard [18]). Toutes les fonctions d’une variable 
de P, peuvent être engendrées par trois fonctions: 


f (x) = x — 1 (mod. k), 
4, 0OLxr<Lk—3, É = =0 


g(x)= 4 k—1, x—=k—2, k (= | 2 
k—2, x—k—1, 
Théorème 9. Toutes les fonctions d’une variable de P}, peuvent 
être engendrées par k fonctions 


i pour z—=0, 
f:@)=< 0'pour Gt (et, 3:70 
x dans les autres cas 


et la fonction h (x). 


Nous glisserons sur les démonstrations de ces théorèmes, car 
elles sont simples. 

Voyons en conclusion encore une ne du critère de complé- 
tude. Nous allons donner une propriété caractéristique d’une fonction 
de P;, (fonction de Sheffer) qui forme un système complet. Cette 
propriété renforce légèrement le théorème de Martin. 


Théorème 10. Une fonction f (x1, ..., x,) de P,, où k > 3, est 
une fonction de Sheffer si et seulement si f (x, . . ., x,) engendre toutes 
les fonctions d'une variable, prenant au plus k — 1 valeurs. 


Démonstration. La condition nécessaire est évidente. 

Condition suffisante. Il est évident que f (x,,..., x,) doit prendre 
toutes les À valeurs, puisqu'à partir d’elle on peut par exemple 
obtenir toutes les constantes. Si f est une fonction inessentielle, alors 
c'est une permutation et elle ne peut donner que des permutations. 
Dans ce cas on ne peut même pas obtenir des constantes. Ce qui est 
impossible, donc f est une fonction essentielle. En utilisant le critère 
de complétude, on déduit que le système % — {f (x, . .., ,)} est. 
complet. C.q.f.d. 


$ 12. Particularités des logiques k -valentes 


L’exposé précédent montre que les logiques k-valentes présentent. 
beaucoup d’affinités avec la logique bivalente. De nombreux résul- 
tats de la logique bivalente sont valables pour les logiques k-valentes. 
Certes, la croissance de k apporte des complications notoires dans les 
formulations et les démonstrations. 

Mais d'ores et déjà on a accumulé suffisamment de faits mettant. 
en évidence l'originalité des logiques k-valentes, voire même des 
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faits soulignant la différence fondamentale existant entre P, pour 
k > 3 et P,. Ces faits méritent d’être retenus compte tenu du travail 
de Post [21] qui a avancé l’idée d’une réduction des logiques k-valentes 
à la logique bivalente. Plus exactement, Post a proposé de considérer 


à la place de la fonction f (x,,...,æx,) de P, un système de fonctions 
1 (Z11; se es Lise + + Unis + + DE 
-, (X11 se) Lis ee + ns + +.) La), 


où L — ]log, Xl *), de pue si la valeur &; admet la représentation 
binaire &«;,...a@;;(i = 1, n), la valeur / (1,...,@,) admettra 
la représentation binaire 


1 (C1; . + OZER . Un1) . + ni) . + ee 


- Pi (G11: ses ls ee + Anis +.) On 1). 


Ceci étant, à l’opération de superposition dans P, correspondra une 
opération spéciale sur les systèmes de fonctions {p1,..., m1} de P,. 
La possibilité de coder les fonctions de P;, avec des systèmes de 
fonctions de P, peut être utile lors de la résolution de problèmes 
logiques sur calculateurs, mais présente peu d'intérêt dans les logiques 
k-valentes. La spécificité de P,; pour k > 3 a été soulignée déjà dans 
les travaux de Stupecki [25], ainsi que dans ceux de Kouznetsov [5] 
et de Yablonski [28, 29]. Cependant, des résultats ultérieurs ont 
montré que la distinction entre P, et P, était bien plus profonde 
qu'elle ne le paraissait auparavant. 

Dans ce paragraphe on se propose de toucher à quelques aspects 
seulement de ce problème. On s’intéressera notamment aux trois 
problèmes suivants. 

1. Existence de bases pour les classes fermées de P;. 

2. Puissance du système de toutes les classes fermées de P;. 

3. Possibilité de représenter les fonctions de P, par des polynô- 
mes. 

Dans P,, les théorèmes de Post et de Gégalkine nous permettent 
de donner les réponses suivantes à ces problèmes. 

1. Toute classe fermée de P, possède une base finie. 

2. La puissance de l’ensemble de toutes les classes fermées de P, 
est égale à x. 

3. Toute fonction de P, peut être représentée par un polynôme 
mod. 2. 

Pour P4, (k > 3) la réponse à ces problèmes est donnée par les 
théorèmes suivants. 


Théorème 11 (Yanov [321). Pour tout k (k > 3) il existe dans Px 
une classe fermée ne possédant pas de base. 


*) Ja[ désigne le plus petit entier non inférieur à a. 
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Démonstration. Considérons la suite de fonctions 


fo=0, fix, ..., x) — 
l Dour Ge: en 2, 
O0 dans les autres cas 


Désignons par M, l’ensemble des fonctions obtenues à partir 
de {fo, f1, . . .} en changeant le nom des variables (sans les identi- 
fier). Il est immédiat de voir que M, est une classe fermée. Supposons 


que M, possède une base. Alors cette base contient une fonction f 
obtenue à partir de la fonction j,, en changeant le nom des variables, 
pour laquelle n, est minimal. Deux cas sont possibles. 


1. La base contient encore au moins une fonction f’. A cette fonc- 
tion correspond une fonction ÿ,,, n1 > n9. Comme Ja. peut être 


obtenue à partir de fn, par identification des variables, f s'exprime 


en fonction de f’, ce qui contredit la définition de la base. 

2. La base est composée d’une seule fonction f. Dans ce cas, 
aucune fonction f, pour nr > n, ne peut être obtenue à partir de f, 
puisque fn, (: - ., fn» + . .) = 0. Nous aboutissons de nouveau à une 
contradiction. 

Il reste donc à admettre que MM; ne possède pas de base. Ceci 
achève la démonstration du théorème. 


Théorème 12 (Moutchnik [321). Pour tout k (k > 3) il existe dans 
P, une classe fermée munie d'une base dénombrable. 


Démonstration. Considérons la suite de fonctions (i — 2, 3,...) 

d: (x, ….. Z;}—= 
À pour Z=...—=7;j=%;u—...=2;=2, 2;,=1 
Sn (j = 1, , i), 


0 dans les autres cas. 


Désignons par M, la classe fermée engendrée par le système 
{f>, fa . . .}. Montrons que ce système est une base de M;. Pour 
cela il suffit d'établir qu'aucune des fonctions f,, ne peut être exprimé 
par les autres fonctions du système, c'est-à-dire que la représentation 


Îm on D! [F2 023 ler Îm+1; . .] 


est impossible. 
En développant la formule A on obtient 


J [fo, . ET Îm+1: . ‘ 7 


— fe (&, ee se ln * + 1: se #8; [f2, sr + fm Îm+is ne) ) 
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ou 
Îm (T1 .. Tm) = 
SE fr (5: [fa GIE ie Lt 2 .], “= 24 5; (fo, CR. nt rt Fe : 1) 


On distinguera trois cas à priori. 


1. Deux au moins des formules $,,..., #, (r > 2) ne sont pas 
des symboles de variables. Alors pour toutes valeurs des variables 
Lys + + + ms ON ne peut avoir que les valeurs 0 et 1 à la place des 


formules correspondantes dans la fonction f,. Donc, le second membre 
sera identiquement nul, ce qui contredit la possibilité de cette repré- 
sentation, puique fm % 0. 

2. Parmi les formules #,,..., $,, seule une, $,, n’est pas un 
symbole de variable. Les autres formules se réduisant par hypothèse 
à des variables et puisque r > 2, il existe au moins une formule 
$, = x. Considérons la combinaison 4, =... = Xg-1 = Zy+1 = 
= ,.. = XZm = 2 et xy — 1. Sur cette combinaison la formule $, 
prend soit la valeur 0, soit la valeur 1. Donc, pour ces valeurs des 
variables, en deux endroits de la fonction f, on aura des valeurs diffé- 
rentes de 2. Donc, le second membre prend la valeur 0. Or, le pre- 
mier membre prend la valeur {1 sur cette combinaison. Nous avons 
abouti à une contradiction. 

3. Toutes les formules $,, ..., $, sont des symboles de varia- 
bles. Dans ce cas r > m et par suite dans la formule on trouve au 
moins deux entrées d’une variable x,. Considérons la combinaison 
see = Lpuy = Tpg1 = +: + = Tm = 2 êt x) = 1. On constate 
que sur cette combinaison le premier membre prend la valeur 1 et le 
second, la valeur 0. Donc, ce cas est aussi impossible. C.q.f.d. 

Au théorème prouvé se rattache le 


Théorème 13. Pour tout k (k => 3) l’ensemble de classes fermées 
contenues dans P, a la puissance du continu. 


Démonstration. Le nombre de classes fermées de P; peut être 
majoré par le nombre de tous les sous-ensembles de fonctions de P;. 
Comme P, est un ensemble de fonctions dénombrable, le nombre de 
sous-ensembles de P, est égal au continu. 

Pour achever la démonstration il faut minorer le nombre de 
classes fermées de P,. Considérons à cet effet la classe fermée NM, 
construite dans la démonstration du théorème précédent. Cette 
classe possède la base 


Us Jar sf 
Pour chaque suite {p,, ps, . ..}, où 2 <'p, << p, <<... considé- 
rons la classe Niz(01, Do, . ) engendrée par le système de fonc- 
tions {fo,, Joss + + -}. Il est immédiat de voir que 


Nr (o,, Pa ….) 7% Ny (p., Pa se) 
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si 

(ps, ps, ...} ps, pa, -..}. 
Donc, la famille {x (01, 02, . . .)} a la puissance du continu. 
C.q.f.d. 


Théorème 14. Le système des polynômes mod. k est complet dans P; 
si et seulement si k = p, où p est un nombre premier. 


Démonstration. Il est aisé de voir que pour toute fonction 
f(x, ..., æ,) de P, on a la représentation 


fasse). 2. en GG) mod. à): 
(O1, ... On) 

Donc, le problème de la représentation de la fonction f par des poly- 
nômes mod. k se réduit à celui de la représentation par des polynô- 
mes des fonctions 

: Jo Cases fre 
Puisque 

jo (x) = jo (7 — 6), 

on peut affirmer que le système des polynômes mod. # est complet 
si et seulement si la fonction j, (x) se représente par un polynôme. 

1. Supposons que k# — p. En se servant du premier théorème de 
Fermat on trouve 


jo (x) = 1 — x?" (mod. p), 


c'est-à-dire que le système des polynômes est complet dans P}4 *). 
Voici une autre méthode de résolution de ce problème. Cherchons 

la représentation de la fonction d’une variable g (x) sous forme 

d'un polynôme par la méthode des coefficients indéterminés : 


g (x) = a + at +... +apaa 
On obtient le système d'équations 
ag + 4° 01 + a O0 +... Ha, 0P1 = g (0), 


Qg + dl + al +... Hana 177 = g (1), 
Go + d°2t + a 2 +... +a1 21 = g (2), 


dy + & Ep — 1) +a @—1}Ÿ +... +apa( — 1} = 8-1) 


*) Voici une démonstration du premier théorème . Fermat. Supposons que 
14 < a < p — 1. Alors les nombres r, = a:1, — a(p —1) ne sont 
pas congrus mod. p. Donc, r; ... _Tp1 = aP-1 (p - — on to p)et(p —1)! 
= 40-71 {p — 4)] (mod. p\ où 1 ='an-1 (mod. p). 
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dont le déterminant 


1 0 0 0 
1 1 12 1o-1 
A=]4 2 22 2P-1 


Lip DE D ss (pe 
est un déterminant de Vandermonde. On sait que 


A |] (G—o. 
1<i<j<p—1 
Comme p est premier, À = 0 (mod. p). En se servant de la règle 
de Cramer et puisque À = 0 (mod. p), on peut résoudre en nombres 
entiers les congruences 


a;ÂA = A; (mod. p) (i—0,..., p —1), 


où À; est le mineur correspondant. On obtient ainsi l’unique solution 
du système initial et par conséquent le polynôme représentant 
g (x). 

2. Supposons que k £ p. Alors k — k.k,, où k > k, > 1. Sup- 
posons que 


Îo (x) — b, —- b,x -1- . —+- b,x° (mod. k). 
Pour x — 0 on obtient b, = 1. Pour x = k;,ona 
0 —1<+b,k +... + b,kS (mod. k) 


ou 


k— 1 — bik +... + béks (mod. k), 


c'est-à-dire que 4 — 1 se divise par k£,. Donc, k et k — 1 se divisent 
aussi par k,, ce qui n’est possible que pour k, — 1. Nous avons 
abouti à une contradiction. Donc, pour 4 Æ p la fonction j, (x) 
n'est pas représentable par un polynôme mod. k. 

Le théorème prouvé se généralise aisément au cas où ÆEf peut 
être muni de deux opérations : l’addition ® et la multiplication X 
pour lesquelles £* est un corps commutatif. On montre en algèbre 
qu'une condition nécessaire et suffisante d'existence d’un corps 
commutatif fini ou corps de Galois est que k — p". Ce corps est 
défini de façon unique à un isomorphisme près. Il forme en outre un 
groupe abélien de caractéristique p pour l’addition, c’est-à-dire que 
pour tout élément & on a 


a@B...@a—0, 


P 


où 0 est l’élément neutre du groupe. On définit ce groupe en traitant 
les nombres « comme des nombres dans nn système de numération 
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de base p, c’est-à-dire sous forme de combinaisons (œ,, . .., &:»h») 
et en considérant l'opération & ® $ = (o1 + fi, . . ., am + Pm) 
(le symbole + représente l’addition modulo p). Tous les éléments du 
corps de Galois à l'exception de 0 forment un groupe cyclique pour 
la deuxième opération. 

Exemple. Soit 4 — 2?. Alors l’opération ® est de la forme repré- 
sentée sur le tableau 12. Pour construire le tableau de l’opération X 


Tableau 12 Tableau 13 





on remarquera que les nombres 1, 2 et 3 peuvent être exprimés 
comme les puissances d’un élément «& {ceci résulte de ce qu'un groupe 
multiplicatif est cyclique). Le nombre «& vérifie l’équation 


ap 
ou, puisque & Æ£ 1, 
a? @ x M 1 =0. 


En prenant l'élément 2 pour & on obtient «7 = © (æœ ® 1) = 3. 
Ceci nous donne le tableau de X (tableau 13), puisque 


2e did = 
De dt est, 
3.3 = «°° = ot = à = 2, 


On peut, en répétant la première partie de la démonstration du 
théorème précédent, montrer que toute fonction f (x;,, ..., x) 
de P},, pour À — p", est représentable par un polynôme sur le corps 
de Galois correspondant. 

En particulier, toute fonction de P, se représente par des poly- 
nômes sur le corps de Galois, mais pas par des polynômes modulo 4. 
Ainsi donc, pour P, (k > 3) on obtient les réponses suivantes aux 
trois questions posées. 

1. Dans P, il existe des classes fermées ne possédant pas de base 
finie. 

2. La puissance de l’ensemble de toutes les classes fermées de P, 
est égale à c. 
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3. Toute fonction de P, peut être représentée par un polynôme 
modulo k (resp., sur le corps de Galois) si et seulement si # = p 
(resp., lorsque k — p"). 

On voit donc, en comparant ces réponses avec celles qui corres- 
pondent à # — 2, qu’il existe une différence fondamentale entre la 
logique bivalente et les logiques indiquées, et de plus que certains 
problèmes se résolvent de manière différente selon la valeur de k. 


CHAPITRE 3 


FONCTIONS DÉTERMINÉES BORNÉES (AUTOMATES) 
ET OPÉRATIONS SUR CES FONCTIONS 


Nous avons fait connaissance de deux systèmes fonctionnels 
munis d'opérations : 

l’algèbre logique (P,, S), système de fonctions booléennes muni 
de l'opération de superposition ; 

la logique k-valente (P,;, S), système de fonctions de P;, muni 
de l'opération de superposition. 

En faisant varier l’objet fonctionnel et l'opération on obtien- 
drait d’autres systèmes. Ainsi, en compliquant les objets fonction- 
nels, on obtient de façon naturelle : 

la logique x,-valente (P%,, S), système muni de l'opération 
de superposition et contenant les constantes 0, 1, ..., k, ... et 
des fonctions f (x, . . ., x,) à valeurs dans EX et dont les variables 
sont définies sur la série numérique achevée EX — {0, 1, 2, ...}; 

la logique c-valente (Ps S), système muni de l’opération de 


superposition et contenant les constantes de [0, 1] et des fonctions 
à valeurs dans [0, 1] et dont les variables sont définies sur [0, 1]. 

Nous nous intéresserons à d’autres systèmes plus importants. 
Dans ce chapitre il sera question d’un système fonctionnel rattaché 
aux automates. 


$ 13. Fonctions déterminées 


L’être fonctionnel que nous allons étudier est une variété de 
la logique c-valente. Au lieu des nombres réels de l'intervalle [0, 1] 


nous prendrons l’ensemble Et de toutes les séquences k-valentes «, 
où 


= dat), GO) ss Mes. 
a (i) E EF pour tous les à (i — 1, 2, ...). 


Désignons par pe l’ensemble de toutes les fonctions 


PES 2). 
5—0382 
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définies sur les combinaisons (æ&;, ..., &,), où &; € Ec (it, 
2,..., n), et à valeurs dans £f. Donc, les fonctions de P transfor- 
ment les combinaisons de séquences k-valentes en séquences k-va- 
lentes. Incluons dans P° toutes les séquences de EŸ en les considé- 


rant comme des fonctions dépendant d’un ensemble vide de variables 
(n = 0), c’est-à-dire comme des constantes. 
Exemple 1. Supposons que k — 2 et que 


(0; 0,2) Si a=(0,:0,-:.), 
j (= | | 
(1, 1, ...) si az (0, 0, ...). 
Il est évident que 
f (x) € Pé. 
On remarquera que les fonctions de P* ne peuvent pas être définies 


par un tableau, car l’ensemble ÆT (et partant, l’ensemble des « li- 
gnes » du tableau) a la puissance du continu. Il s'ensuit que l’ensemble 
des fonctions de P* dépendant des variables x,, x, . .. a la puis- 


sance de l’hypercontinu. Cette situation nous contraint à étudier 
dans la suite un être fonctionnel plus étroit. 

On se servira de l’écriture vectorielle pour représenter dans la 
suite les combinaisons et fonctions. Ainsi, on écrira À pour (x:, . .. 
..., Zn) et f (X) pour f(x, ..., xh). Ceci étant, la valeur de la 
variable X est un vecteur (une combinaison) & = (œ&, . .., @n) 
dont les composantes sont des séquences k-valentes : 


du == for (A), GrChsss ms (= t.2;: 2220). 
On traitera «x comme une séquence de vecteurs 


a "a (bd; 0) .:2 an) 8%), 


a (dre (Gr 0 uso ON (= 2, es 4): 
On admet donc qu'est réalisée l'identité 
Cor (Dan) Gi (ms ssh 
Os CS GO) sa dm) sms es 
Re A 0 RS — 
= {(oa (1), Go (1), + an (1), (ax (2), Go (2), «+. am (2)), .… 
is (Gi On): dm, Qu (M)};4:0). 
Cette séquence de vecteurs peut être considérée comme une séquence 
de combinaisons (œ: (ë), & (i), ..., «A (i)) ou de nombres dans 


un système de numération à base k. Chacun de ces nombres appar- 
tient à l’ensemble £N, où NV — 47. 
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Donc, toute fonction f (x, . .., x,) de 2e peut être considérée 


comme une fonction f (X) de l’ensemble PŸ , mais dépendant d’une 
seule variable (et à valeurs dans £E* © EN). On pourra ainsi ramener 
l'étude d’une fonction f (x;, . .., x,) de Pe à celle d’une fonction 
f (X) d’une variable de P° , Où V = k. Cette réduction repose sur 


des raisonnements formels liés à l'interprétation d’une combinaison 
de séquences comme une séquence de combinaisons. Nous verrons 


plus bas que pour une certaine classe de fonctions de P* cette inter- 
prétation admet une signification physique. 


Définition. On dit qu'une fonction f (X) de be est déterminée 
si pour tout m et pour toutes séquences « et B telles que 


a (1) = B (1), à (2) = B (2), ..., « (m) = B (m), 


les valeurs y et Ô de la fonction f, où y — f (x) et ê — f (B), sont des 
séquences dont les m premiers termes sont confondus, c’est-à-dire 


que 
y (1) = 8 (1), y (2) = 6 (2), ..., v (m) = 6 (m). 


L'ensemble de toutes les fonctions déterminées, que nous dési- 
gnerons par P#, contient visiblement toutes les constantes de p° 


Supposons que f (x) — y. De la définition il s'ensuit que la valeur 
y (m) du m-ième terme (m = 1, 2, ...) de la séquence y est com- 
plètement déterminée par celles des m premiers termes 


& (1), &œ (2), ..., « (m) 
de la séquence «, c’est-à-dire que 
Y (M) = fm (& (1), & (2), ..., « (m)). 
Comme 
Îm (& (1), & (2), ..., a (m)) — 
= fm (O1 (1), . .., an (1), œ1 (2), . .., an (m)); 


il est clair que f,, est une fonction de P; dépendant de nm variables. 
Donc, la fonction déterminée f (X) est définie par une suite de 
fonctions de P,; 
Î {fa Îo) +: ec re Jon 65 se 


fi = fi (Xi); 
Î en Î (X1, X 2), 


« 


ou 


Îm = Îm (1; X 2; RE An), 


5% 
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X1 = (a (1), 2 À), ..., x (L)), 
X, = (Zi (2), Lo (2); + Ln (2)), 


Xm = (tm), tem), ..., 2 (m)), 


e e C2 e e e e e e. e e e 


La fonction déterminée f (x, ..., x,) peut être interprétée 
comme ceci. Supposons qu'on soit en possession d’un « convertis- 


Fig. 3 


seur discret » (fig. 3) à n entrées x1, ..., x, et une sortie f. Aux 
instants € — À, 2, ..., m, ..., on applique aux entrées les séquen- 
ces (d’entrée) 


A1 — {a (1), (e41 (2), ss À (m), 73 
dsl) G2):24:5 0: (0); 2427, 


e e e e e e e e e e e e . e 


G, =" lo (Le @)5:5es ms) 
Aux mêmes instants t est délivrée en sortie la séquence (de sortie) 
y = {y (1), Y (2), ..., v(m), ...}et de plus y = f (oi, %o, . .. 
..., Gn). Il est évident que dans un convertisseur discret la valeur 
y (m) ne dépend que des valeurs des séquences d'entrée aux instants 
t—1,2,..., met pas des valeurs futures. Donc, la transformée f 
est une fonction déterminée. 

A noter que les constantes de P$ (n — 0) s’interprètent à l’aide 
d’un convertisseur discret sans entrées (un « générateur »). À noter 
encore que les séquences appliquées aux entrées du convertisseur, 
c'est-à-dire (œ1, %o, . . ., @n) peuvent être traitées comme une 
séquence de combinaisons 


{(cr (1), La (1), +, An (1)), (@ (2), Ta (2); .. An (2)), ne 


L'identité que nous avons introduite est réalisée ici de façon 
naturelle. 

Le théorème qui va suivre résulte du fait qu'une fonction déter- 
minée f (xt, ..., æ.) est complètement définie par une suite de 
fonctions de P;. 


Théorème 1. L'ensemble de toutes les fonctions déterminées des 
variables x, Z2, . . ., &, à la puissance du continu. 
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Voyons quelques exemples en conclusion. 


Exemple 2. a) La fonction fœ(x1, . : ., Zn), Où D (t1, . . ., æn) € 
E P,, est définie comme ceci: 
fois «+ En) {® (za (1), - .., za (1)), 

Die Os seu mi Chess DOG On), 2:54 LD est 

Les valeurs de la fonction fa s’obtiennent par le calcul de la fonc- 
tion D sur les termes correspondants des séquences d'entrée. D'où 
fo € P#. En particulier, si l’on prend ® (x,, x) = 21 & x (k = 2), 
alors 


fa (ti, Le) = {ti (1) & ze (1), x (2) &x2 (2), ..., ri(m) & x (m), ...}. 


La séquence de sortie est ici la conjonction terme à terme des séquen- 
ces d’entrée. 

Désignons par PF l’ensemble de toutes les fonctions fo, où 
D € P;. 

b) La fonction z — x + y qui est la somme de deux séquences 
k-valentes est donnée par un algorithme ordinaire d’addition rang 
par rang de deux nombres à une infinité de rangs dans un système 
de numération à base ZX: 


... æ(3), æ(2), x (1) 
.. y(3), y(2), y(1) 
. Z(3), z(2), z(1) 
Il est clair que z (m) est définie par les m premiers termes. Donc, 


z + yE Pi. 

c) La fonction x? est définie par un algorithme de multiplication 
de deux nombres à une infinité de rangs dans un système de numé- 
ration à base Z: 


. (3), x (2), x (1) 
“D (0), x (2), x (1) 
... &(3)x (1), x(2)x(1), z(t)x(1) 
+... æ(2)x(2), x(1)x(2) 
. æ(1)zx(3) 


des (0): z (2), z (1) 


z (m) est complètement définie par les m premiers termes de la sé- 
quence d'entrée. Donc, x? € Pi: 


FONCTIONS DÉTERMINÉES BORNÉES [CH. 3 


"70 





On peut facilement citer des exemples de fonctions de P* qui 
ne sont pas déterminées. Ainsi, la fonction jf (x) de l'exemple 1 de ce 


paragraphe n'est pas déterminée. 
Dans un premier temps donc, nous avons obtenu une sous-classe 


P? de la classe D: une sous-classe qui est aussi vaste, puisque sa 


puissance est égale à c. 


$ 14. Définition des fonctions déterminées par les arbres. 
Poids d’un arbre 
Pour les fonctions déterminées il existe une méthode de définition 
plus suggestive que pour des fonctions quelconques de P*, qui utilise 


l'appareil des arbres *). 
Soient Æ et n des entiers, NV — k". Considérons le schéma infini 


de la figure 4. Il est composé de sommets et d’arêtes orientées. Cette 
figure est un arbre. Le sommet Ë&, s'appelle racine de l'arbre. Il en 


étage 3 


O\ 1| /W-1 etage 2 





DK 7 N-1 étage 1 


Fig. 4 


part un faisceau de WV arêtes formant le 1-ier éfage. Chaque arête 
du premier étage mène à un sommet d’où partent V autres arêtes 
formant le 2-ième étage, etc. Les sommets qui sont les extrémités 
des arêtes du m-ième étage appartiennent aussi à ce dernier (le som- 
met £, est le sommet de l’étage zéro). Les arêtes de chaque faisceau 
sont numérotées de gauche à droite par les nombres O0, 1, ..., N —1 
(voir fig. 4) ou par leurs symboles dans un système de numération 
à base x: 

(O0, ..., 0, 0); (0, ..., O0, 1); ...; (k—1, k—1, ..., k—1). 


n 


ñn ñn 


*) La définition rigoureuse d’un arbre est donnée dans la partie II. 
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Dans la suite on omettra d'écrire le numéro des arêtes sur les figures. 
On appellera branche d’un arbre un sous-ensemble connexe *) d’arêtes 
contenant exactement une arête dans chaque étage. Il est évident 
qu'à toute branche d’un arbre on peut associer une séquence 


a: fa: (1), @(2); 425 @n)s 24 


où à est le numéro de l’étage, « (i) le numéro de l’arête appartenant 
à cette branche. Aïnsi par exemple à la branche représentée par la 
ligne en pointillé sur la figure 4 correspond la séquence 40, 1, 


N —1,...} Il est évident que « € Ef,. La réciproque est vraie 


aussi : à toute séquence «& de Æ", est associée une branche de l'arbre. 
On est donc en possession d’une correspondance biunivoque entre 
les branches de l’arbre et les éléments de l’ensemble Æ4. On peut 
de ce fait utiliser l’arbre pour la représentation géométrique de 
l’ensemble Æ“. 

Soit f (X) une fonction de PN (N — k") et À — (x, . . ., Zn). 
Utilisons la relation 


FA)e An), Ts As Lo), as În is Los da Aus ze) 


pour associer à toute arête de l’arbre, à l’aide de f (X), un nombre 
de £*. Pour cela prenons une arête quelconque du m-ième étage 
(m = 1, 2, ...) et considérons le chemin qui mène de la racine 
à cette arête (ce chemin peut également être défini comme un seg- 
ment d'une branche quelconque passant par l’arête considérée). Il 
est évident que le chemin est défini de façon unique et peut être 
caractérisé par un cortège « (1), & (2), ..., « (m) de numéros des 
arêtes du chemin, comptées à partir de la racine. À l’arête initiale 
associons le m-ième terme de la séquence de sortie, c’est-à-dire Île 
nombre y (m), où 


V (nm) = fm (a (1), - .., & (m)). 


L'arbre obtenu sera appelé arbre numéroté (ou plus exactement arbre 
à arêtes numérotées). 
Exemple 3. a) Pour la fonction fe(x1, %2) on a k = n = 2, 


N = 4 et 
Ÿ On) = fm (Xi Zoe, Âm) = Îm (Am) = 21 (mn) & 2 (M). 


Donc, y (m) dépend uniquement du dernier terme du cortège condui- 
sant à l’arête donnée, c’est-à-dire du numéro de l’arête. 


*) Un ensemble ordonné d’arêtes dans lequel l’extrémité d’une arête est 
l'origine de la suivante. 
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À l’arête de numéro 0 — (0, 0) correspond la valeur 0&0—0, 


» » 14 = (0, 1) » »  O&1—0, 
» » 2 = (1, 0) » » 1&0=0, 
» » 3 — (1, 1) » » 1&1=1. 


L'arbre numéroté correspondant est représenté sur la figure 5. 
b) Pour la fonction z=zrx+yonak=2, n—2et N — 4. 
Il est évident que 
xz(m)+y(m) (mod. 2) s’il n’y a pas de retenue, 
ARE z(m)+y(m)+1 (mod. 2) s'il y a une retenue. 


Ceci nous suggère une règle pour obtenir un arbre numéroté (fig. 6). 
Le processus d'affectation de nombres aux arêtes commence par le 





à À OO OO ns O 
O0\\1/7/0 7\\Q7/7 7\WIO7T 7\\0IU/T 


o\\/l0 0\*\ #0 0\\//0 RRN\ 0/1 
2 £, 


£o 


Fig. 6 


premier étage. On passe au deuxième étage et ainsi de suite. Ceci 
étant, s’il y a une retenue, l’extrémité de l’arête correspondante est 
marquée d’un rond. Ceci permet d'effectuer les calculs dans l’étage 
suivant. 

c) Pour la fonction z = 1*onak = 2,n = 1et N = 2. L’expres- 
sion de Zz(m) par une fonction f» (x (1), ..., x (m)) est bien plus 
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compliquée que dans les exemples précédents. Il est plus commode de 
calculer z (m) à l’aide de l’algorithme d'élévation au carré. On voit. 


que 
2 (1) = x (1), 
z (2) = 0, 
z (3) = x (2) + x (1) x (2) (mod. 2), 
z (4) = x (1) x (3) + x (1) x (2) (mod. 2), etc. 
Sur la figure 7 est représentée la portion initiale de l’arbre numéroté: 


correspondant. 

Nous voyons donc qu'une fonction déterminée nous donne un 
arbre numéroté. La réciproque est mise en défaut: un arbre numé- 
roté peut définir plusieurs fonctions déterminées. Les paramètres N 


0 O0\ /0 0 0\ JO O0\ 0 1\ T7 /7\ {1 9p\ /a 
ê 
0 /0 1 { l 0 Q 0 
Êz 
0] (0 0 0 
1 Û 1 
5Q 
Fig. 7 


et 4” (où W est le nombre d’arêtes incidentes à chaque sommet vers. 
l'extérieur, 4’ le maximum de nombres affectés aux arêtes) consti- 
tuent une des solutions que peut admettre l'équation V = k" pour 
k=> k'. (La solution k — N et n — 1 existe toujours, c’est-à-dire- 
qu'on peut toujours définir une fonction déterminée d'une variable.) 
Cependant, si l’on construit un arbre numéroté correspondant à une 
fonction déterminée f (1, ..., x,), cet arbre numéroté de para- 
mètres 4 et n définit une seule fonction déterminée, en l’occurrence 
f (&1, ..., æ). On peut donc utiliser les arbres numérotés pour 
étudier les fonctions déterminées. 

Considérons un arbre numéroté pour une fonction déterminée 
f(X) = f(x, ..., x,). Soit Ë un sommet quelconque du m-ième: 
étage de cet arbre. À partir de la racine Ë, on peut accéder à cet. 
étage par le chemin 

a (1), ..., a (m) 
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(pour £ — Ë, ce chemin est vide). L'ensemble de toutes les branches 
issues de £ engendre un arbre de racine £ que nous appellerons sous- 
arbre spécial de l’arbre initial. Ce sous-arbre est défini par l’ensemble 


de toutes les séquences de ÆŸ d’origine fixe 
a (1), ..., «a (m). 


L'arbre initial étant numéroté, le sous-arbre l’est également. Si 
l’on numérote les étages du sous-arbre en commençant par le pre- 
mier, il lui correspondra une fonction déterminée f$ (X). Cette fonc- 
tion peut être représentée analytiquement de la manière suivante: 


soit 
f(X)  {f1 (Xi), fe (X4, X»); . 4) 
FX) (Xi), Has Koh ce}. 
Alors 
Fur Riel at), œim), Xa 222, X) 


(ed 0 ) 


Définition. Deux sous-arbres de racines ËE, et £, d'un arbre sont 
dits équivalents si 


F3 (X) = f° (À). 

Il est évident que les numérotations de deux sous-arbres équivalents 
coïncident par une superposition. Ainsi, dans l'arbre de la figure 5 
tous les sous-arbres sont équivalents, dans celui de la figure 6, les 
sous-arbres de sommets Ë, et &, le sont, mais pas ceux de sommets 
6o et E:- 

La relation d'équivalence permet de partager l’ensemble des 
sous-arbres d’un arbre en classes d'équivalence. 


Définition. Le nombre r des classes d'équivalence de l’ensemble 
des sous-arbres d’un arbre s'appelle poids de l'arbre et respectivement 
poids de la fonction déterminée *). 

Autrement dit, le poids est le nombre maximal de sous-arbres 
deux à deux non équivalents. Ceci n'exclut pas du reste le cas où le 
poids r est infini. 

Revenons à l’exemple 3. Dans l'arbre de la fonction fe (t1, t2) 
(fig. 9), on a vu que tous les sous-arbres étaient équivalents, donc 
r = 1. Dans l’arbre de la fonction z — x + y (fig. 6) chaque sous- 


*) Cette définition peut être étendue aux constantes. La séquence ® (1), 
y (2), -.., y (m), ...} est représentée par un arbre dégénéré constitué d’une 
seule branche 
p(1) p(2) p(m) 
© ——> 0 ——> 9 +0 ——> 0... 


On peut considérer des sous-arbres et définir leur équivalence. 
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arbre est équivalent soit à un sous-arbre de racine &,, soit à un sous- 
arbre de racine &,, donc r = 2. 

Dans l’arbre de la fonction z — x° (fig. 7) les sous-arbres de raci- 
nes Ëbo, Eys 8, . . . (situés sur la branche de gauche) sont deux 
à deux non équivalents, puisqu’en vertu de la relation 


{0 ... Oax(i+1), ...}2={0 ... 0 a(i+1), ...} 
ne mt Sn mur / 


L 


i 2i 


le sous-arbre de racine Ë; ne compte que des zéros dans les à premiers 
étages et le (i + 1)-ième étage possède une arête à laquelle est 
affectée la valeur 1. [Ici r = oo. 

Il est possible de numéroter les sommets d'arbres numérotés. 
Pour cela il faut d’abord numéroter les classes d'équivalence avec 


D Ootortrotrttott) 


. ee 0 0 + 





4 4 4 
18 o\ de Vo 7X o\ of 7 
0 0 7 
ONC7\ 1 0 
0 
Fig. 8 
les nombres 0, 1, ... de telle sorte que la classe qui contient 


l'arbre de départ ait le numéro 0. Donc, le numérotage est entaché 
d’arbitraire. On prend ensuite un sommet quelconque Ë et on définit 
la classe contenant l’arbre de sommet E&. Soit x le numéro de cette 
dernière. Alors le sommet Ë a pour numéro x. On obtient un arbre 
dont les sommets sont aussi numérotés, le numéro de la racine étant 0. 
La figure 8 représente les numérotations des sommets pour les fonc- 
tions fe (Ti, Ze) et 2 = € + y. 

Si dans l’arbre considéré on ne conserve que la numérotation 
des sommets, il est immédiat de voir que la numérotation des arêtes 
n’est pas restituée de façon unique. Néanmoins, cette circonstance 
ne minimise pas la valeur de la numérotation des sommets pour 
l’étude de l’arbre. Dans bien des cas la numérotation des sommets 
peut être effectuée de pair avec celle des arêtes. Ainsi, dans l'exemple 
de la fonction z — x + y le numéro du sommet 0 apparaît s’il n’y 
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a pas de retenue, le numéro 1 s’il y a retenue *). Considérons main- 
tenant un arbre dont les arêtes et les sommets sont numérotés. Pre- 
nons une branche quelconque. Elle passe par les sommets 


Éos Es + + + Bis es Éppoe. 


0, K1) . + Ki) . Kj; ._…. 
les numéros respectifs de ces sommets. Admettons que %x; = x; 
(i £ j) et que pour tous les couples (i, j) (i  j) tels que x; = x;, 


Soient 





Fig. 9 


l'indice j soit le plus petit. Tronquons cette branche et conservons 
sa portion initiale jusqu’au sommet &;. En effectuant cette opération 
pour chaque branche on obtient un arbre tronqué. 

Dans le cas d’une fonction de poids r fini, les numéros des som- 
mets se répètent sur chaque branche et le numéro j qui définit la 
troncature vérifie l'inégalité j < r. Donc, pour de telles fonctions 
l’arbre tronqué sera fini. 

La figure 9 représente des arbres tronqués pour les fonctions. 
f& (ti, Ze) et z = x + y. Ces arbres tronqués s’obtiennent directe- 
ment des arbres de la figure 8. 

On voit immédiatement qu’un arbre tronqué à arêtes et sommets 
numérotés permet de restituer complètement l’arbre numéroté 
initial. 


$ 15. Fonctions déterminées bornées et procédés 
de définition de ces fonctions 


Définition. On appelle fonction déterminée bornée (en abrégé 
f.d.b.) une fonction déterminée de poids fini. 

Désignons par Pis **) la classe des f.d.b. 

*) On rappelie que dans l’exemple 3, b) on a marqué d’un rond l'extrémité 


de l’arête correspondante en cas de retenue. 
**) L\ classe Ph, contient notamment toutes les séquences périodiques 


de E*. 
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Cette classe contient les fonctions des exemples 3, a) et 3, b) et, 
<omme le montre l'exemple 3, c), est une sous-classe propre de la 
classe P* des fonctions déterminées. 

L'arbre numéroté (infini) de toute f.d.b. peut toujours être ramené 
à un arbre fini à arêtes et sommets numérotés. Si dans cet arbre 
tronqué on procède à une identification des sommets de mêmes 
numéros, on obtient ce qu’on appelle un diagramme de Moore *). 


(2,1) (7, 0) 





(0,0) (3,1) 
Fig. 10 


La figure 10 représente un diagramme de Moore de la fonction z — 
— x + y:le sommet initial est signifié par 0, et, pour la commodité, 
les arêtes sont affectées d’un couple (œ, y) de nombres dont le pre- 
mier représente le numéro de l’arête et le second correspond à ladite 
arête. 

Donc, une f.d.b. peut être définie aussi bien par des arbres numé- 
rotés infinis que par des diagrammes de Moore. Dans le cas général 
où f est de poids r, le diagramme de Moore possède r sommets dont 
l’un est signifié comme initial ; de chaque sommet partent N = k" 
arêtes; aux arêtes sont affectés les couples (0, y’), (1, y”), . .. 
..., (N—1, y). Dans la suite, tout diagramme doué de ces 
propriétés sera appelé diagramme de Moore. Les diagrammes de 
Moore permettent de construire des f.d.b. de tout poids. Dans ces 
constructions il faut avoir présent à l’esprit le fait que si une f.d.b. 
est restituée de façon unique par un diagramme de Moore donné 
formellement, celui-ci ne coïncide pas nécessairement avec le dia- 
gramme construit pour cette fonction par le procédé sus-mentionné. 
Ainsi, on s'aperçoit sans peine que le diagramme de la figure 11 
définit la fonction z = x + y, maïs qu'il diffère du diagramme de la 
figure 10. 


*) Les diagrammes de Moore peuvent aussi servir à représenter des fonc- 
tions déterminées. Dans ce cas ils comportent en général une infinité de som- 
mets. 
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Donc, si les diagrammes de Moore à r sommets ne représentent 
pas tous des f.d.b. de poids r, ils permettent du moins d'estimer le 
nombre de f.d.b. de poids r, dépendant des variables x,, . .., æn. 

Théorème 2. Le nombre p (k, n, r) de f.d.b. de P% de poids r, 
dépendant des n variables x, . .., æn est <(rk)'*. 


Démonstration. Considérons un diagramme de Moore d’une 
f.d.b. de poids r. De chaque sommet il part N — k" arêtes, la a«-ième 





Fig. 11 


arête étant reliée à l’un des r sommets et affectée du couple («, y), 
où 0ZLy<k—1. Donc, le nombre p (k, n, r) est au plus égal 
à celui des diagrammes de Moore de la forme indiquée plus haut. 
Ces diagrammes peuvent être construits de la manière suivante. 
Considérons r sommets numérotés par les nombres O0, ...,r —1 
(0 est le sommet distingué). De chaque sommet partent NV = k”7 
arêtes numérotées par les nombres 
0,..., N—1. OnarW arêtes. Chacu- 
t) æ(t) ne d'elles peut être reliée à l’un quel- 
! ( conque des r sommets et être affectée 
@\ de l’un quelconque des k nombres. 

Donc 


# (E-7) p&,n,r) &(rk}N = (rh, 


Fig. 12 C.q.f.d. 

Soit f(X) — f(x, ..., Zn) une 
f.d.b. Considérons son diagram- 
me de Moore. Supposons qu’à l'instant £ — 1 on se soit trouvé au 
sommet x (t — 1). Alors à l’arrivée du nombre « (f) à l'instant £ 
on se déplace sur le diagramme le long de l’arête «& (f) issue du som- 
met x (£ — 1) (cf. fig. 12). On obtient ainsi la valeur de sortie y (6) 
et l’on passe au sommet % (f). Donc, les quantités (œ (t), x (t — 1)) 

définissent de façon unique la quantité (y (£), %x (£)). 
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Les quantités « et y seront appelées respectivement variables 
d'entrée et de sortie et x, état. 

Soient X, Q et Z des variables décrivant les valeurs respective- 
ment d’une variable d’entrée &. d’un état x et d’une variable de 
sortie Y. 

Les raisonnements précédents nous conduisent aux équations. 


suivantes *): 

ZÉO=#F(X(), Q(G—1)), 

QG =S8(X(@, Q(G—1)), 
où @ (0) — 0. Ces équations sont appelées équations canoniques. 
Il est aisé de passer de l’écriture vectorielle de ces équations à l’écri- 
ture scalaire. Soit L — Jlogz rl. Alors 


Z (€) T— F° (x: (t), ss ln (£), qi (£ — 1), + QI (£ — 1)), 
| 
Gad aber 
(D) ae 4 00 


F", G,,..., Gi sont des fonctions de P, définies sur &, sous- 
ensemble de E* X ... X E*, plus exactement les variables x,, . .. 


ou comes mens 7 neue ner 


n+l 
., 2, prennent leurs valeurs dans Æ* et le vecteur (q1, . .., qi, 


r valeurs (par exemple les symboles binaires des nombres 0, 1, .. 

.., r — 1). Il est évident que l’ensemble & est un cylindre (ou un 
ensemble cylindrique) par rapport à x, ..., x, ** 

En prolongeant les fonctions #”, G;,, ..., G; au domaine. 
Er X ... X E* tout entier, on obtient respectivement les fonc- 
es nee es mens meme nn) 
n+l 

tions F, G;, ..., G; de P,, et les équations canoniques prennent 
une forme plus commode (puisque l’on peut se servir de l'appareil. 
des formules développé antérieurement) : 


20) = Fm), ..., 2 (0), m(—1),..., gt —1)), 
Qi (£) 7 Gi (1 (£), ss Ln (£), gi (£ di 1), ...) 1 (£ nn 1)), 


qi (Et) = Grei (), -.., an (), m (E—1), ..., q Œ—1)), 
qi (0) =... = gr (0) = 0. 
*) Ces constructions effectuées pour les constantes de PE nous donnent des- 
équations dans lesquelles ne figure pas la variable X. 
**) On dit qu'un ensemble 8 & E*k %X ... x ER est cylindrique par rap- 
l 
n+ 
port aux premières coordonnées x1, . . ., æ, Si et seulement si deux combinaisons 
LA 


quelconques (£1, ..., Cn Muse ee Mu) O6 (Gi, +. …, Êns Ms + +, 07) appartien- 
nent ou non simultanément à €. 


Il est évident que le domaine de définition & des fonctions F’, Gi, ..., Gi 
est un ensemble cylindrique par rapport à x,, ..., x. 
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Pour les f.d.b. décrites dans les exemples 3, a) et 3, b), les équa- 
tions canoniques s’écrivent respectivement : 


2 (t) = x (6) & x: (), 

2) = x(ê) + y(t) + g(t — 1) (mod. 2), 

go =z(t) y Vzr(tat-1)Vytat—-t), 
q (0) = 0. 


Exemple 4. Supposons qu’une f.d.b. f (x) est définie par le dia- 
gramme de Moore de la figure 13. Les fonctions correspondantes 


(0,0) (@ 1) 


(1) (0) 
Fig. 13 
et $ sont représentées sur le tableau 14. En codant les états 0, 1, 2 


par les combinaisons (0, 0), (0, 1) et (1, 0), on obtient les fonctions 
F”, G;, G, (voir tableau 15). 


Tableau 14 





En prolongeant les fonctions F”, G; et G;, par exemple comme 
dans le tableau 16, on obtient les fonctions F, G,; et @,. Une fois en 
possession des fonctions F, G., G, on déduit les équations canoniques 


z(t)= 2x (ti) &q(t—1) V x(#) &q(é—1), 
qi (t)=qi(t—1) V z ($) & qo (t—1), 
D()=q(t—-1)Vzr(t)&qg(t—1), 
qi (0) = ga (0) = 0. 
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Tableau 15 Tableau 16 


G1 Ge 











0 | 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 
0 | O0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 
0 1 0 1 1 0 0 4 0 1 1 0 
0 1 4 | ne sont pas définies 0 1 1 1 1 1 
1 0 0 0 1 (Q 1 0 0 0 1 0 
1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 
1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 
1 1 4 | nesont pas définies 1 1 1 1 1 1 








On remarquera que pour r = 1 les variables q ne figurent pas 
dans les équations canoniques. 

Donc, à toute f.d.b. on peut associer des équations canoniques. 
Mais ces équations ne sont pas uniques. Cela est dû: 

a) aux divers procédés de codage (numérotation) des états; 

b) aux divers procédés de prolongement des fonctions F”, G;, ... 
1 nee 

Il est immédiat de voir que les équations canoniques permettent 
de calculer la séquence de sortie 


y = {7 (4), v (), ...} 
d’après la séquence d'entrée 


œ = {a (1), & (2), .. .}. 


Pour définir une f.d.b. on est souvent conduit à étudier des systè- 
mes arbitraires d'équations de type (+) (dans lesquels Z peut être 
plus grand que Ilog; rl). En particulier, il est possible que les équa- 
tions de ce type définissant une î.d.b. f ne coïncident avec aucune 
autre équation canonique associée à f. 


$S 16. Opérations sur les f.d.b. 


Pour définir les opérations sur les f.d.b. il est commode de le 
faire à partir des classes P* et PÈÀ, 

On munit P* de même que P, de l'opération de superposition : on 
définit d’abord la notion de formule sur un système de fonctions de 
P* et ensuite à toute formule on associe une fonction de P*. Le 
théorème suivant est immédiat. 


Théorème 3. La classe des fonctions déterminées est fermée pour 
l'opération de superposition. 


6—0382 
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Il est commode de représenter les fonctions déterminées sous 
forme de diagrammes fonctionnels. Si un système contient la fonc- 
tion identique, la superposition se ramène à une application multiple 
de superpositions élémentaires de la forme 


f (À) = fo Pa (X”), “ons În (X7)). 
T1 suffit donc d'indiquer la forme d’un diagramme fonctionnel pour 
une superposition élémentaire (voir fig. 14). Les carrés figurent les 
convertisseurs réalisant les 
fonctions mentionnées à l’in- 
térieur. 


Théorème 4. La classe des 
Î.d.b. est fermée pour la super- 
position. 


Démonstration. Comme la 
classe des f.d.b. contient la 
fonction identique, pour prou- 
ver ce théorème il suffit de 
montrer que la fonction f (X) 
obtenue à partir des f.d.b. f,, f1, . . ., fm à l’aide de la formule 


f (X) = Jo (1 (X?), re dm (X7)) 





est une f.d.b. 

Etant donné que, comme précédemment, la fonction est considé- 
rée aux variables inessentielles près (et que l’adjonction ou l’éli- 
mination de telles variables ne modifie pas le poids d’une f.d.b.), 


on peut admettre que les fonctions f:, . .., fn dépendent des mêmes 
variables zx,, ..., æ,, c'est-à-dire que 

Î (tu A Tn) — Îo (a (Z1, “res Ch). ie Îm (Z1, ar Tn)). 
Ecrivons les équations canoniques pour fo, f1, + - «, Îm: 


Zo (t) = Fo (y1 (£), +29 Um (£); qi —1), .) do (—1)), 


Go () = Go (Y4 E), ++, Ym (), A (E—1), ..., gü (t—1)), 
gi (0)=...= 9 (0) —0; 

2 ()= Fa), ..., 2, (6), qi(t—1), ..., an (t—1)), 
q(E)=G(u(), ..., tn (E), m(t—1), ..., qu (t—1)), 


. +. +. + ee 9 + ee ee ee ee 2 ee ee ee ee ee ee + ee ee ee + ee ee + 


qu () = Gi, (x: (£), .. Zn (t); g, (—1), .. Qu (t—1)), 
gi (0)=...=9g(0)=0; 
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Zm = Fr (x (£), ME Ln (£), qu (t—1), 260 am, G—1)), 
gn ()= GT (ti), ….., m6), gm(—1), ..., gm (E—1)), 


QU (E) = Gim (EC), +, En (6), 27 (1), ..., 9m (G—1)), 
a (0) = .… = q%, (0) = 0. 
(On admet que les symboles gi sont différents pour des couples (à, j) 


différents.) Montrons que f peut aussi être définie par des équations 
canoniques. En effet, posons 


Fausse, ns Qi es QMos ar os Ds ces Pres RP )= 
Paie ess qu hrs: 
nl ei eo rss dns 
insider Mass dla Do dir ess dr cr qu) 
( Gr as, 0 an sas 
| cos Fm (ds ces Enr Os ces 9m); is «1 Go) 
_ G=0, 1<j<), 


G5(Æus ces ns Qc D) GO, 1<j<b). 


(ep) 


ij 


Alors les équations 
z(t)=F(xi(t), ..., x, (t), gi (t—1), ... 
«. Jot—1), ..., qM(E—1À), .…., qgm, (—1))s, 

gi(t)=Gij(ri(t), ..., 2), g(t—1), 

| rs Qt —1), ..., gm(t—1), ... qgn, (—1)ÿ. 

gi (0) —0, 
0LiSm, 1<j<lm, 
définissent de toute évidence la fonction f. C.q.f.d. 
Dans PA définissons l'opération R de retroaction. 


Définition. On dit qu'une fonction déterminée f (x, ..., æ;,.. 
. + Tn) dépend avec retard de la variable x; si pour toutes séquences 
? ,» 
d entrée 
(e! 


ren 


— {ou (4), où (2), «.  (P ...}, 


did) 24 0), 22 


GX 
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et pour tout instant £ la valeur y (ét), où 
Y = f (ci, “is 3 Qn) 


est complètement définie par les valeurs des £ premiers termes de la 
séquence 
ya © © 7 Œings Mis + © +1 En 
et par les valeurs des £ — 1 premiers termes de la séquence «; 
(donc y (£) ne dépend pas de «&; (t)). 
Exemple 5. Considérons une fonction f (x) de P£ pour laquelle 
y () = a (t — 1) et y (1) — 0, c'est-à-dire que f (x) décale la sé- 
quence d'entrée d’un rang. Dans la 
Suite on désignera cette fonction 


+ ee ee ee ee ee ee ee ee ee 





par x. La figure 15 représente l’ar- 
7 bre correspondant à la fonction x. 


On voit sur cette figure que x est 
une f.d.b. de poids 2 dont les équa- 
tions canoniques sont : 


z(t) = q(i—1), 

q (E) = x (6), 

le q (0) = 0. 

On voit aussitôt que la fonction 


x dépend de x avec retard. 
eee que f (Z1, - « ., Zn) dépend avec retard des variables 
Lin +, ti. Il est alors évident que pour toutes séquences d'entrée 


Ay — {a (1) 9 1 (2), ._. CS RS 


Not) A0), sd E. REX | 
et pour tout instant # la valeur y (é), où 
y = f (Gus + + +, Œn)s 


est complètement définie par les valeurs des £ premiers termes des 
séquences 


Mys ses its Œiytls secs its Diis see An 
et par les valeurs des £—1 premiers termes des séquences 
is 9. + ee 9 Hi, 
(donc, y(t) ne dépend pas de œ;, (t), ..., œi (t)). 


Lorsque f (x, . .., Th) € Pép, on peut en la dépendance 
avec retard par rapport à la variable x; (1<i<n) en termes 
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d'équations canoniques: f (x, ..., z,) dépend de x; ÂÜ<i<n) 
avec retard si et seulement si elle peut être définie par les équations 
canoniques 


z (1) = F (21 (6), cs Ln (2), ga (é—1), . qu (€ — 1)), 
Qu = G (&), . .., Æn (à), qi @ — 1), . .., qi (ét — a 
qi ts L @ (a , ... En @), D (E—1),..., qu e— mn) 

qi (0) =...= g:(0) = 0, 
dans lesquelles la fonction Æ (x1, . : ., Æn, Q1, + . ., Q1) en tant que 
fonction de P; ne dépend pas essentiellement de x;. 

Dans l’exemple 5 on voit que F (x, qg) = q, c’est-à-dire que F 
ne dépend pas essentiellement de x, ainsi que le laissait prévoir la 
deuxième définition de la dépendance avec retard par rapport à une 
variable. 


Supposons maintenant que la f.d.b. f (x, . .., x,) dépend avec 
retard des variables x;,, . .., Ti. Alors à partir de (+) on peut 


trouver pour chaque Li, (v = 1, ..., s) des équations canoniques 
associées à f, de la forme 


z (t) = F, (x: (£), ….) Pi 1 (£), Vi, (ë), °…. 
En (t) DE—-1), ..., Q; (£ — 1)), 
Qu (6) = Gi (1 (6), +. ., 2n 6), nm E—1), ..., q, Œ — 1)), 


d; (£) —— Gi (x (£), ...) Ln (£), Qi (£ — 1), Pos d; (£ — 1)), 
qi (0) =...= 9, (0) = 0, 


où F, est le prolongement d’une fonction F” à P, et ne dépend pas 
essentiellement de ti, Ainsi les prolongements 


PU 


sont en général différents de la fonction F”. Il se pose alors la question 
de savoir si on peut les choisir tels que 
F\=...=F,= 

(Autrement dit, peut-on trouver un prolongement F de F”’ qui ne 
dépende pas essentiellement de zx;,, . .., x, .) 

Ceci n’est pas valable pour toute fonction non partout définie 
de P}, ainsi que le montre l’exemple suivant. 

Exemple 6. Soit F” (x:, x,) une fonction définie sur un ensem- 
ble &, où 6 — {(0, 0), (1, 1)} et 6 & E? X E*? (voir tableau 17). 

Il est évident que . (x, Lo) = 21 et F, (21, à) = à, sont des 
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prolongements de F” et que F, et F, ne dépendent pas essentiellement 
de x, et de x, respectivement. Par ailleurs, il n'existe pas de pro- 
longement de F” qui ne dépende pas essen- 

Tableau 17 tiellement à la fois de x, et de z2. 
Mais, sous certaines conditions qui sont 
réunies dans notre cas, on peut répondre 


x1 X2 Fi %a) par l’affirmative à la question posée. 
Théorème 5. Soit F'(x,y, ..., Zn, 
; . | Qi» - « -, Qi) une fonction de P, définie sur 


un ensemble &, cylindrique par rapport à x:, 

> Tn. Supposons que F' admet des 
prolongements F:, ..., F,; tels que PF: 
ne dépende pas essentiellement de x;,, F, ne dépende pas essentiellement 
de x;,, etc., enfin F. ne dépende pas essentiellement de x;. Il existe 
alors un prolongement F qui ne dépend pas essentiellement des variables 
Lis + - Ti 


Démonstration. Posons 
F' sur € 


F (x, ce.) ns us.) n)= | O0 en dehors de 6. 


Montrons que F ne dépend pas essentiellement de zx;,, ..., æi. 


Soient: (Ci: ses Gas Mis ass). et. (Css Gas Miss M): deux 
combinaisons quelconques qui sont confondues pour toutes les 
variables sauf éventuellement pour xi,, ..., x. Comme l’ensemble 
6 est cylindrique, ces combinaisons appartiennent ou n’appar- 
tiennent pas simultanément à 6. Dans le premier cas 


F(E,, ….. Cr Mis mu) = FE" (GC; ….. See Ms Mu) 
RS LS te A 
Dans le second, 


F(£., ets ses Cu Mis m)=F(E,, ses Cns Ms Mr) = (0. 
Montrons que 


A FER Ms ces M) = FT (ES, -.., OR PRE 1 1 À 
En effet. dans le cas contraire il existerait deux combinaisons 


2r 27 IV IV + 
(&, 9 ss ce 9 M1 ..., ) et (ê, , ee.) ñn 1 M1: .. Mi) voisines 
en l’une des coordonnées xi,, ..., ti, (par exemple x;,) pour 
lesquelles la condition £;—{; entraîne que &i""— IV et 


F'(8;", res 10 M1 150 1) £ F'(G", RUE . Mio M). 


Mais alors, F’ ne pourrait être prolongée à une fonction de P, qui 
ne dépendrait pas essentiellement de Ti,, Ce qui est contraire à l’hy- 


pothèse. 
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Donc, F ne dépend pas essentiellement de x;,, ..., ti, et le 
théorème est prouvé. 

Passons maintenant à la définition de l'opération A. 

Soit {f1 (Æis - - ., Zn), : . ., fm (En + - Tn)} (m>2) un sys- 
tème de fonctions déterminées. Supposons que f, dépend de la varia- 
ble x; avec retard. Si l’on traite ce système comme un convertisseur 





à n entrées et m sorties, on peut alors relier la sortie d à l'entrée j 
(voir fig. 16), c'est-à-dire introduire une « rétroaction » entre la 
sortie d et l'entrée j. On obtient ainsi un convertisseur qui réalise 
le système de m — 1 fonctions déterminées 


/ 
(f! (ti, .., L j_4s T j+4) ..…., 2); ..., fa-1 (ta, .. T ;_1) L j+1) .. 2): 
/ / 
far (1, ..., T j-1; L ;+1) .….. Li); ss Îm (ts, ..., T j_4) T j+49 ..., Zn)} 
dépendant des n — 1 variables 21, . .., Zj_1, Zj+x, . . ., 4). Les 
" La r pe . 
fonctions fi, ..., fd_4s fdtts + « « fn se définissent formellement 
comme suit: soit «’ une séquence d'entrée pour æy, . - ., Æj-1» 
Lit ._. Tn: 
1) Considérons  & (1) — {a; (1), ..., &j_1 (1), O, @jxs (1), . .. 
. ; En (1)} et calculons sur cette combinaison la valeur y, (1) de la 
fonction f; à l'instant {. 


Considérons œ@(1)— {oi (1), ..., œj_1 (4), Ya(l), œix1 (1), 
..., Œn (1)} et calculons les valeurs des fonctions fi, ..., fa-1, 
fartis +. fm Sur cette combinaison à l'instant 1. 

2) Considérons a (2) = {a (2), ..., aj_1(2), va (1), &i41 (2), … 
..., Cn (2)}. Calculons la valeur y, (2) de f; sur les combinaisons 
œ (1) et æ& (2) à l'instant 2. 


Considérons @(2)={ui (2), ..., aj-1(2), va(2), @jr1(2), 
...; Œn (2)} et calculons les valeurs des fonctions fi, ..., fa-1, 


fa+ts -.., fm Sur les combinaisons &(1) et &«(2) à l'instant 2, et 
ainsi de suite. 

t) Considérons a () = {a, (f), ..., 51 (6), Yatt—1), 
+1 (Ë), - .., an (t)} et calculons la valeur y, (#) de la fonction f4 
sur les combinaisons @ (1), æ& (2), ..., œ(£) à l'instant £. 

Considérons @(t) — {oi (t),...,a5_1(t), Ya(t), &ir1 (£), ..., Un (&)} 


/ 


et calculons les valeurs des fonctions f1, ..., fa_1, fast, ..., fm 
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sur les combinaisons a (1), « (2), Le & (é) à l’instant {, et ainsi 
de suite. 

Si f1, - + +, fm Sont des f.d.b., l'opération RÀ peut être définie par 
des équations canoniques. Supposons que fa dépend avec retard de la 
variable x;. Considérons le système d'équations canoniques pour 


frs + + + Îm: 
2 (1) = Fa (a (6), ..., dj (6), . .., æn (Ë, nm (Et — 1), 
. … Qi jé — 1)), 
2a (t) = Fami), -.., —, ..., an (8), q de 1), 
« .) qi (t Le 1)), 
Zm (£) ee Fm (Zi (£), os dj (£), os Ln (£), gi (£ ne 1), 
+ qi (é + 1)), 


1 (£) = Gi (Z1 (£), ...) Zj (£), . . Ln (£), Qi (£ — 1), 
ati )), 


qi (£) _ Gi (21 (£), os Tj (£), ..) ln & g1 A Ni 1, 
°, 41 à FT 1)), 
Qi (0) =... = q; (0) = 0. 
Le trait dans la deuxième formule signifie que la fonction Fa ne 
dépend pas essentiellement de x;. En éliminant de ce système d'équa- 


tions canoniques la ligne deten remplaçant x; par F,; on obtient le 
nouveau système d'équations: 


21 () = Pa (en (0), Fa (en (, . .., —, . .., Æn O), 


n(E—1),..., gift —1)),..., xn (), mit —1), ... 
+ 41 (t — 1)), 


2 q-1 (ê) = Fan (T1 (£), Sa du (1 (£), es Ts ee + Un (£), 
gi (E — 1), °.. qi (ie 1)), +) ln (ë), gi (E — 1), 
*. Qi (£ — 1)), 
2a+1 (1) = Fax (ai (6), Fa (ei (6), +, —, ..., %n (0), 


qi (ét — 1), . qi ( — 1)), . :, En (), n(t—1),. 
° n € — 0 


$ 16] OPÉRATIONS SUR LES F.D.B. 89 


2m () = Fm (ra (6), 0, Fa (1 (@), +, —, ..., än (0), | 
m1 sr D Dhhssss mm OCT 
+. (£ — 1)), 

nt) = GO. 5:24 Fa l0, 24 2, sa: 0); 
GET) à 24 q @ —1)), Less Le) Ge), 3 
+ (£ — 1)), 


d, (ë) = Gi (1 (£), RE Fo (1 (£), es Ts ess Un (£), 
nest alt= ant, 
*.s 4 (t — 1)), 


ga (@)=...=— 9 (0) = 0. 


Ce système d'équations définit visiblement les mêmes f.d.b. fi, . .. 
es gts Jarts + + + Îm que celles définies plus haut. Il s'ensuit 
de même que le système de f.d.b. obtenu ne dépend pas du choix des 
équations canoniques Pour 1, . . ., fm (SOUS réserve que F, ne 
dépende pas essentiellement de x;). 
Exhibons un exemple montrant comment agit l'opération R 
dans ce cas. Pour système initial de f.d.b. prenons le système défini 
par les équations canoniques 


z(i) = x (i) + y (à) + qi — 1) (mod. 2), 
wi) =x()y() VrbaG—1)V y(aG—t1), 
qi) =y"(G), g(0) = 0. 


Comme indiqué plus haut, les fonctions z et w dépendent de la 
variable y’ avec retard. Introduisons une rétroaction à l’aide de 


l'identité 
w (i) = y (à). 

Par élimination on obtient les équations canoniques suivantes: 

2) = æ(i) + y() +a(—t1), 

qÜ=zr(GyG VzrGaG—-t1)VyG)aG—1), 9 (0) = 0. 
Donc, le résultat de l’opération À est une f.d.b. qui est la somme de 
deux séquences. 

Théorème 6. La classe des f.d.b. est fermée pour l'opération RÀ. 


Soit fps + +; fm un Système de fonctions déterminées dans lequel 
fa et fa, dépendent avec retard respectivement de x;, et æ;j, (j1 Æ je, 
dd # d;, m > 3). On peut d’abord appliquer la rétroaction (d;, j:) 
et ensuite la rétroaction (d,, j,). On obtient en définitive un système 
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de m — 2 fonctions déterminées dépendant de n — 2 variables. 
Si l’on introduit les rétroactions dans un ordre différent: d’abord 
(d:, je) et ensuite (d:, j.,), on obtient un système qui, en principe, 
est différent du premier. Si f,, . . ., fm est un système de f.d.b., ceci 
apparaît plus facilement lorsqu'on construit des systèmes d'équations 
pour chacun des deux procédés d'introduction des rétroactions. Dans 
le premier cas on a substitué à la variable xj, une expression de la 
forme 
A LP 
Palissse d'atraede sn) 450), 

et à x;,, l’expression 


ÿ1 js 
Fes Fa ..) ss) 
Dans le second cas, on a substitué à la variable x; une expression de 
la forme 
j 


1 Îs 
False T7 Fans a); 
et à x;, l'expression 


7 
A D ON ES PO PRE | 


On obtient donc généralement des systèmes différents qui défi- 
nissent des systèmes différents de f.d.b. 


Théorème 7. Si un système de f.d.b. f1, . . ., Îm Contient des fonc- 
tions fa ... Ja, (m > s + 1 ; les indices sont deux à deux distincts) 
dépendant chacune avec retard des variables x;,, . .., x; (les indices 


sont deux à deux distincts), alors le système de fonctions obtenu par 


introduction des rétroactions (d;, j1), . . ., (ds, js) ne dépend pas de 
l’ordre d'introduction de ces rétroactions. 


Démonstration. Il suffit de toute évidence de considérer le cas 
s — 2. En se servant du théorème 5 on voit que #,, et y, ne dépen- 
dent pas essentiellement de x;, et x;. Donc, pour chaque ordre d'in- 
troduction des rétroactions, dans le système d'équations la variable 
x;, Sera remplacée par F4, et la variable x;, par Fa,, c'est-à-dire que 
les deux systèmes sont confondus (voir raisonnements précédant le 
théorème). 

Dans la suite, l'application répétée de l’opération À nous placera 
en principe dans la situation décrite dans le théorème. 

Dans les hypothèses du théorème, l'introduction répétée des 
rétroactions (d;, j1), . . ., (d;, js) peut être représentée comme sur 
la figure 17, car sur cette figure les rétroactions ne sont pas ordon- 
nées. D'autre part, l'introduction répétée des rétroactions (d:, j1), - .. 
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..…, (ds, js) pour le système de f.d.b. f,, ..., fm nous conduit 
à un système de m — s fonctions de n — s variables qui peuvent être 





Fig. 17 


calculées par une procédure non itérée du type de celle de la page 87, 
c'est-à-dire par un calcul simultané sur les variables x;, ... 
° +3 CAR sb À 
Les théorèmes 4 et 6 impliquent le 


Théorème 8. La classe Pp est fermée pour les opérations S et R. 


$ 17. Exemples de systèmes complets 


On se propose d'étudier la complétude du système fonctionnel 
(Päps S, R) construit dans le paragraphe précédent. Pour cela il 
est nécessaire d'étudier le lien entre les systèmes fonctionnels 
(Pb, S, R) et (Px, S) et de mettre au point des procédures de cons- 
truction de « formules » exprimant des f.d.b. au moyen de f.d.b. 
plus simples. 

Nous avons vu au $ 13 qu’à toute fonction ® de P, était associée 
une f.d.b. f#. La correspondance 


D —+ fo 


engendre une application de P, sur un sous-ensemble P#* de f.d.b. 


*) Cette remarque est valable pour le cas aussi où f1, . . ., fh, est un système 
de fonctions déterminées dans lequel les fonctions fdyr +" fs dépendent avec 
retard des variables x;,, ..., x;.. 


Introduisons une écriture analytique pour l'opération de rétroaction par 
analogie avec la représentation de la rétroaction pour les convertisseurs. Si 
fs + + + Îm est un système de f.d.b. et fdy : + ++, fa, dépendent avec retard des 
variables x;,, ..., x; alors on représentera les rétroactions (d;, j1), . .., (a. ji.) 
par 

Z1—= f1 (is ces Zn); 


D Pia À (Lis o.s En)» 


Z2m—=}fm (Lis ces Zn): 
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Supposons que ® est une superposition ® de P, engendrée par 
une formule %X, plus exactement 


D == J (®,, . cr D). 


Considérons les f.d.b. fæ, fœ + : «+» f@m» images par cette application 
des fonctions D, D,, ..., ®,. Il est immédiat de voir que 


À (æ:; ….) Jom) = fu, Om) — J®: 


c’est-à-dire que l’image de la superposition engendrée par la for- 
mule À est la superposition des images engendrées par la même for- 
mule %. Dans le langage des convertisseurs cette proposition admet 





Fig. 18 Fig. 19 


une interprétation assez simple. Supposons qu’un convertisseur (cf. 
fig. 18) réalise une fonction ® (x,, . .., tm) de P;. Si aux entrées 
de ce convertisseur on applique des valeurs quelconques aux ins- 
tants { — 1, 2, ..., on aura de toute évidence à la sortie une réa- 
lisation de la f.d.b. f(t1, . . ., x,). Supposons de façon analogue 
que le diagramme fonctionnel (voir fig. 19) réalise la superposition 
Di sas mOi (D ss mheus Dit ss, D) 
où les fonctions D,, D,, ..., ®, appartiennent à P;,. Si aux en- 
trées de ce diagramme fonctionnel on applique des valeurs aux ins- 
tants à — 1, 2, ..., on obtiendra en sortie une réalisation de la 
f.d.b. 
fDot®1, -.…., Em) — J@- 

Donc, l’application de P, sur PF est biunivoque et préserve la super- 
position. 

Les systèmes fonctionnels (P,, S) et (P*, S) doués des proprié- 
tés mentionnées s'appellent isomorphes. L'’isomorphisme permet 
d'étendre tous les résultats concernant (P;,, S) à (PF, S). En par- 
ticulier, il s'ensuit que P* possède une base finie. Pour bases dans P* 
on peut prendre par exemple 

1) {f°, 1: .…..) f°"E, Î1otx): ….. fr, _ Gx)s fmin (x1, Xo)) fmax (x1, xo)} 
où 0, ft, ..., f*-1 sont les images des constantes 0, 14,...,#—1; 

2) {fvtx, xo)}s OÙ V' (xs, 2) est la fonction de Webb. 
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Il est important de connaître la représentation de f.d.b. quelcon- 
ques en termes d'opérations À et S par des f.d.b. plus simples 
(analogue du théorème de développement des fonctions de P, et de 
P,, k > 3). On sait que toute f.d.b. peut être définie par des équa- 
tions canoniques : 


Z (£) = Ft (6), ..., 4 (£), gi (£ . 1), +... dj (e ou 1)), 
Qi () = Gi (ai (6), . .., æn (©), um (Et —1), ..., q (& — 1)), 
Qu (D = GG (+ an (D DE ee QE — D) 
qi (0) =... — Q, (0) = 0. 


Ces équations « expriment » la fonction f à l’aide de fonctions de 
P, et ne sont pas des « formules » dans le système (P4, S, R). 


Cependant, on passe sans peine de ces équations à une formule du 
système (P#,, S, R). Considérons l’expression 


—> > 
2 Jp (Mis +405 Tns as des Qu) 


Qi = ŸG (CIE ss Tns is ce.) Qi) 

Q= Je; (1 ses Tns is ce.) Q)- 
Il est aisé de voir qu'elle est constituée des images de fonctions fœ 
(appartenant à P*) et de x par les opérations S et R: d’abord dans 


les f.d.b. fr, fais + : …, fe, les Z dernières variables ont été remplacées 
par les f.d.b. pa Se. qu (opération de superposition). Les fonctions 


+ ee es 
fr (X:; sos ns gs ce) Qu); Îa ces ns is +. 


°.) qu); et Je (ra ses Lns is ces qi) 


dépendent avec retard des variables q, . . ., q1, donc il est possible 
d'introduire des rétroactions (qui, en vertu du théorème 7, sont 
indépendantes de l’ordre) et le résultat de l'application de l’opé- 
ration À peut être écrit sous la forme de l’expression donnée. Donc, 
cette expression est une « formule » dans le système (P%, S, R). 

Ainsi, toute f.d.b. f peut être représentée par une « formule » 
(que nous appellerons aussi formule canonique) faisant intervenir des 
f.d.b. plus simples et les opérations S et ÆÀ. 


Théorème 9. Le système de f.d.b. 


cie ….., Fe Î1o (x), ….. PRE (x), fmin (T4; Lo), fmax (xs, Lo); a} 


est complet dans (Päv, S, R). 
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Démonstration. Soit f (x, ..., x,) une fonction arbitraire de 
Représentons-la par la formule canonique 


k 
PS 


a — 
2= fr (1, cs Tns is Qu): 


Qu = fa (Lis es ns Us ces Qi) 


da, = Îe; (ti: ce.) Tns gs Q,)- 


Les fonctions fy, fous ..., fe, appartiennent à l’ensemble P* et sont 
engendrées (voir corollaire de la page 92) par le système 


{p9, ..) in? Î1 (x), …..) Îr_ (x), min (L4s Lo); Îmax (z1, Ta)}. 


Donc, la formule canonique peut être représentée par des formu- 
les du système initial. C.q.f.d. 
On prouve de façon analogue le 


Théorème 10. Le système de f.d.b. {fy (x1, x2), z} est complet dans 
(P?,,; S, R). 


Théorème 11. Soit {D,,..., D} un système complet dans 
(P,, S). Alors le système de f.d.b. 


{fo (Ta ..) Zn) .. fe, (%1 …. Th); z} 


est complet dans (PèS, S, R). 


La proposition suivante généralise un résultat de V. Koudriav- 
tsev. [3]. 


Théorème 12. Zl existe une f.d.b. f (analogue de la fonction de 
Sheffer) telle que le système {f} constitué de la seule fonction j est com- 
plet dans (P*,, S, R). 

Démonstration. Soit Fo (ty, Ze, Z3, æ,) une fonction de P; 
définie par la formule 

Fo (ty, Los Las 2) = max [tits + xs (1 — x), 22] + 1 (mod. Ë) 
(les opérations +, + et — sont effectuées mod. X). Considérons 
la f.d.b. 


” 
f (ti Los Lis La) = Fo (Lis Las Lu Li). 


Montrons que le système {/} est complet dans (P#,, S, R). Posons 
Z1 = x, et considérons la fonction 


Fo (tu Los Las 2) = max [x,, x] + 1 (mod. k) = V (x;, 2), 
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où V est la fonction de Webb. En vertu de l’isomorphisme men- 
tionné plus haut 


Î (1 Lo, Li; Ti) —— Îv (1; La). 


La fonction fy(x, x), en engendrant P# tout entier, permet de 
construire les fonctions j°, fl, ..., f*-l et f,zr.1 (x). Considérons 
la superposition 


fan PP, 2))= farn-s (ro (ts PP, mi))= 
= past OS: TS TP, 2) = fF0(1, 0, 0,x4)+h—1 (x) = frs (x) T7. 


Donc, on a obtenu jy (x,, x.) et æ à partir de {f} par des super- 
positions, ce qui en vertu du théorème 10 signifie que le système {f} 
est complet. C.q.f.d. 

Nous constatons que certaines propriétés du système (P;, S) 


restent en vigueur pour le système (Päp, S, R). Pour les autres 
propriétés du système (Pér, S, À) il est difficile de se prononcer, 


car d’une part l’être fonctionnel PÀ, est bien plus compliqué que P; 


et d'autre part P£, est muni de l'opération AR. La première circons- 
tance a tendance à détruire les propriétés positives, la deuxième, 
au contraire, à les renforcer. Il est difficile de dire à priori laquelle 
de ces tendances prend le pas sur l’autre. En effet, dans le problème 
de complétude, la complexité de l’être fonctionnel « prédomine » 
tout de même l'opération supplémentaire À. Pour illustrer ceci 
citons deux résultats sans les prouver. L’énoncé du premier d’entre 
eux peut être compris de manière intuitive, car on y utilise la notion 
d’algorithme. 


Théorème 13 (M. Kratko [6, 71). ZT n'existe pas d’algorithme 
permettant de dire si un système fini quelconque de f.d.b. est complet 
ou non. 


Théorème 14 (V. Koudriavtsev [4]). L'ensemble des classes pré- 
complètes dans (Päp, S, R) a la puissance du continu. 


Donc, le problème de la complétude de (P%L, S, R) soulève de 
grosses difficultés. 


$ 18. Sur le lien entre les opérations $S et R 


Le système fonctionnel (Php, S, R) possède de nombreuses pro- 
priétés spécifiques, dont l’énoncé et l’exposé nécessitent une bien 
plus grande place que pour (P,, S) par exemple. Aussi, aborderons- 
nous ici un seul problème lié au fait que contrairement aux systèmes 


considérés, le système (PË,, S, R) contient deux opérations: 
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S et R. Il s'agira de savoir jusqu'à quel point ces opérations sont 
essentielles. Plus exactement: peut-on exprimer le résultat d'une 
opération par l’autre et en particulier y a-t-il une différence entre 
les opérations de fermeture dans les systèmes (Pb; S), (Pdb R) 
et (Pb; S, À)? 


Montrons tout d'abord quelques propositions auxiliaires. 


Théorème 15. Soient X — (x,, ..., x,), f (X) une f.d.b. de 
poids r, à une séquence périodique de période p. Alors il existe r (r, < Fr) 
tel que la séquence y (y — f («)) soit périodique de période p1, où p1 = 
= r1D: 

Démonstration. La séquence «& étant périodique, il existe un 
tel que pour 1 > 4 > 1 


a(+p)=a(E). 


La fonction f (X) peut être définie par un diagramme de Moore de 
r sommets. Considérons l’axe numérique £ et à chaque point £* (£* — 


af) a 7. at") 
x(0) x) se At res 
Fig. 20 
œ(b,) (tp) Œ(ly+2p) 
x(71) #(1,*p"1) 4(Lvep-1) ... 
Fig. 21 


— 4, 2, ...) associons deux nombres: le nombre «& (£*) et le nombre 
x (£* — 1) qui représente le numéro du sommet auquel on accède 
en partant de l’origine et en suivant le chemin (x (1), . .., & (#* — 
— {)) (voir fig. 20). Considérons ensuite un réseau d'origine # 
et de période p (cf. fig. 21). | 

Le diagramme de Moore contenant r sommets, deux au moins 
des nombres de la séquence 


K (to — 1), x (to +p —1), ee # (Ëo + rp — 1) 
sont confondus. Supposons que ÿ et j sont tels que 
x (to +ip—1)= xt +ip —1) G>iz0) 


Posons r, = j — à. Il est évident que r, & r. Considérons un surré 
» F « 9 e Q . 
seau de ce réseau, de période p, = r,p et d'origine & + ip (cÎ 
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fig. 22). Il est clair que les sommets {, + ip et t, + ip + p., sont 
caractérisés par le fait que les valeurs & et x y sont confondues. Cela 
signifie qu'en ces instants on se trouve dans un même sommet du 


Ps Ps 
lo+ ip lo* Ê+Py 
Mig. 22 


diagramme et l’on se déplace ensuite sur la même arête. Donc, à l’ins- 
tant suivant, on accède au même sommet, c'est-à-dire que les. 
valeurs 


k Co + ip), x (to + jp) 
sont également confondues. De plus, & étant périodique, on a 
af +ip+1)=a(% +ip +1), 
etc. D'où il résulte que les séquences de sortie 


{y (Go + ip), Ÿ Go + ip +1), ...,}, 
{7 (Go + jp), Ÿ Go + ip +1), ...} 


sont confondues, c’est-à-dire que pour {> to + ip 


VE + p) = 7 (). 
Ce que nous voulions. 


Théorème 16. Soient f (X) = fo (f1 (X), . - +, fm (X)), où fo 
fi + + + Îm sont des f.d.b. de poids respectifs ro, r1, . . ., rm ne conte- 
nant que des facteurs premiers non supérieurs à R, a une séquence 
périodique dont la période ne comprend que des facteurs premiers, non 
supérieurs chacun à R. Alors y = f (a) est une séquence périodique 
dont la période ne contient que des facteurs premiers, non supérieurs 
chacun à À. 


Démonstration. Soit &« une sequence périodique dont la période p 
ne contient que des facteurs premiers non supérieurs à À. Considé- 
rons les séquences 

Vi = f1 (a), es Ÿm — Îm (x). 
D'après le théorème précédent ces séquences sont aussi périodiques 
et de périodes 
! ’ ’ ’ 
Pa Tir cs Pm=TmP (My cc Tm ER). 
7—0382 


98 FONCTIONS DÉTERMINÉES BORNÉES [GH. 3 


Il est évident que ces périodes ne contiennent que des facteurs pre- 
miers non supérieurs à À. Considérons maintenant le vecteur 


(V2: ee) Va); 


c’est un vecteur périodique dont la période p, est le p.p.c.m. des 
périodes p,, ..., Pm; donc, tous ses facteurs premiers seront non 
supérieurs à À. Enfin la séquence 


Ÿ = fo (Vas + ++ Ym) 
sera, en vertu du théorème précédent, périodique et de période p': 
p'=rGPo (r <R). 


Donc, p' ne contiendra aussi que des facteurs premiers non supé- 
rieurs à À. C.q.f.d. 
Ces propositions vont nous servir à prouver le 


Théorème 17. Le système (Pr, S) ne possède pas de base finie. 


Démonstration. Supposons par absurde que le système (P5,, S) 
possède une base f,, ..., f.. Désignons par r,, ..., r, les poids 
des f.d.b. f,, ..., f.. Supposons par ailleurs que 


MAR UT su 10) 


et que p est un nombre premier tel que p > r. Considérons une 
fonction f,(X) prenant une valeur identiquement égale à y, où y 
est une séquence périodique de période p, de la forme 


v— 02 0F0:. 01, 
ms, Von, em” 
p p 

La fonction j, (X) ne peut être exprimée par une superposition au 
moyen des fonctions f1, ..., f.. En effet, si f (X) était une super- 
position quelconque des fonctions f,, . .., f,, elle transformerait la 
séquence 0 = (0, 0, . ..) (de période {) en une séquence périodique 
dont la période ne contiendrait pas de facteurs premiers supérieurs 
à r. D'autre part, f, (0) — y est une séquence périodique de période 
p >r. Cette contradiction prouve le théorème. 

L'opération À est essentielle puisque le système (Pi S, } 
possède une base finie et le système (Pr, S) n’en possède pas. 

D'autre part, pour des raisons évidentes le système (Pin, À) 
ne possède pas de base finie, donc l'opération S est aussi essentielle. 


CHAPITRE 4 


FONCTIONS CALCULABLES 


$ 19. Machines de Turing 


De l'exposé précédent il résulte qu’une f.d.b. f(x,, ..., x 
peut être définie par des équations canoniques 


2() = F(X (D, Q (—1)), 
QD =G(X (D, Q(E—1)), 


Q (0) = 0. 
Ces équations permettent de calculer la séquence de sortie d’après 
la séquence d'entrée des valeurs des variables x,, ..., x,. Bien 


plus, les valeurs de la séquence de sortie sont délivrées au fur et 
à mesure de l’arrivée des valeurs d'entrée. Ceci permet d'interpréter 
les équations ci-dessus comme la description 


du fonctionnement d’un convertisseur discret 
ou automate (fig. 23) à r états (r est le x — 
poids de la f.d.b.) qui travaille en temps 


discret en formant l’état de la mémoire et 

la valeur de sortie à l'instant { d’après Fig. 23 

l’état de la mémoire à l'instant £ — 1 et 

les valeurs d'entrée à l'instant fen vertu 

des équations canoniques. Ce dispositif ne cesse jamais de fonction- 
ner contrairement aux automates réels (dispositifs automatiques). 
Il est possible d'introduire une autre caractéristique fonctionnelle 
équivalente à l’initiale mais ayant un caractère fini. La fonction 
f étant déterminée, il s’ensuit que l’application f engendre une 
application de séquences finies de la forme {a (1), ..., a (i)} 
dans des séquences finies {y (1), . . ., y (&)} (ë = 1, 2, ...). Dési- 
gnons cette application par (x). La fonction œ peut être définie par 
les mêmes équations canoniques que j. Il est évident que la fonction 
@ (x) restitue entièrement la fonction j (x) (en ce sens, on a mentionné 


plus haut l’équivalence de w et de f). Désignons par P#, la classe 
des fonctions œ (x). La fonction œ (x) peut être interprétée comme la 
description du fonctionnement d’un automate au sens suivant: 
aux instants 1, 2, ..., à sont appliqués à l’entrée les symboles 
a (1), &œ (2), ..., a (i) et à la sortie sont délivrés les symboles 


7% 
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+ (1), Y (2), ..., y (); aux instants ultérieurs, aucun symbole 
n'apparaît sur l’entrée et l’automate cesse de fonctionner. 

Dans ce cas, l’absence d’information à l’entrée traduit le fait qu’à 
la séquence d'entrée {a (1), ..., « (i)} est associée une séquence 


infinie 
tal ess Œ, Asset 


où À est un symbole auxiliaire de l’alphabet d’entrée signifiant 
l'absence d’information. L'apparition du symbole À à l’entrée est 
la condition d’arrêt du dispositif, c’est-à-dire d'apparition à la sortie 


de la séquence 
CD RE 0 A ES à 


Les dispositifs introduits qui fonctionnent sur des séquences 


d'entrée finies peuvent être assimilés à une « machine », constituée 
d’une bande illimitée à droite et d’un automate (voir fig. 24). La 





—— borde 

<— œil 

<— Qulomate 

Fig. 24 

bande illimitée est divisée en champs numérotés par les nombres 
4, 2,...: les champs 1, 2, ..., à contiennent les symboles « (1), 
a (2), ..., a (i) de l'alphabet (0, 1, ..., N — 1). L’automate est 
équipé d'un œil et peut occuper l’un des états #1, . .., #%, (rest fini). 
A chaque instant £ (£ — 1, 2, ...) l’œil observe un champ de la 


bande (le premier champ pour f — 1); l’automate élabore un nouvel 
état en fonction du symbole observé et de l’état intérieur et imprime 
le nouveau symbole dans le champ observé (l’automate occupe l’état 
#1 à l'instant initial £ — 0). Ensuite, l'œil se déplace d’un champ 
à droite, etc. La machine s'arrête dès l’apparition du symbole A 
dans son champ visuel et les champs {, 2, ..., à affichent alors la 
séquence de sortie {y (1), y (2), ..., y (i)}. Le travail de cette 
machine peut être décrit par un programme, c’est-à-dire un tableau 
spécial (voir tableau 18). 

Dans ce tableau, les lignes sont numérotées par les symboles 
À, 0, 1,..., N — 1 et les colonnes, par les symboles #,, . .., K. 
La ligne correspondant au symbole A est laissée vide. Dans la case 
qui se trouve à l'intersection de la ligne & (x -£ À) et de la co- 
lonne }j, on inscrit le triplet de symboles 


{F (œ, H#j); R, G (a, Xj) }. 
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Tableau 18 





Ce triplet s'appelle instruction. La machine exécute une instruction 
de la manière suivante : si l'œil observe le symbole « sur la bande 
et si à cet instant la machine se trouve dans l’état «;, alors elle 
enregistre le symbole F (x, x;) à la place de «&, ensuite passe à l’état 





Fig. 25 


G(œ, x;) et déplace l’œil d’un champ contigu à droite (R). Si le 
symbole observé est le symbole À, alors la case correspondante con- 
tient une instruction « vide » qui est considérée comme l'instruction 
d'arrêt de la machine. Il est évident que le programme de la machine 
est complètement défini par les équations canoniques pour ® (x). 

Ce type de machines peut être généralisé à une plus vaste classe 
de programmes et à un lien plus complexe entre l’automate et la 
bande. 

Ainsi, la machine de la figure 25 (qui sera désignée par ) est 
constituée d’une bande illimitée dans les deux sens et d’un automate. 
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Les champs de la bande sont numérotés par les entiers . .., — 

, —1, 0, 1, , à, ... et contiennent les symboles de |?  . 
bet "40, 1, 7 — ae (dans la suite O jouera le rôle de symbole 
vide); |” automate est équipé d'un œil susceptible de réaliser l’une 
des} fonctions suivantes: R, se déplacer d'un champ à droite, Z, 
se déplacer d’un champ à gauche, S, poursuivre l'observation du 
même champ. Les Re His - « …, # désignent les états de l’auto- 
mate. La machine M fonctionne suivant un programme 7 (voir 
ÿableau 19). Une partie des cases peut rester vide, c’est-à-dire conte- 


Tableau 19 





k—1 


















ME 
FE LC 
line 
D DE ES Pur EA 
chemin iE 
Lis 


nir des instructions vides, l’autre partie est remplie par des triplets 
de symboles constituant les instructions de la machine. Par exemple, 
dans la case située à l'intersection de la ligne a et de la colonne j 
(voir tableau 19) est inscrit le triplet cDx, c étant un symbole de 
l'alphabet 4{0, 1, , k—1}, D, un symbole de l’alphabet 
{R, L, S}, x un des états is sas 0e 

Supposons que l'œil observe le symbole a à l’état x;; alors: 

a) si la case (a, «;) contient l'instruction (cD4), la machine 
remplacera le symbole a de ce champ par c, passera à l’état x, effec- 
tuera le déplacement D et commencera à exécuter l'instruction sui- 
vante ; 

b) si la case (a, x;) renferme une instruction vide, la machine 
s'arrête. 

À l'instant initial, l’œil observe le champ initial de la bande et 
la machine se trouve dans l’état x, (qui correspond à la colonne 
gauche du programme T'). 

Donc, à partir de la situation initiale (état initial et champ 


initial) la machine commence à traiter l'enregistrement initial sur 
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la bande conformément au programme 7. Deux cas peuvent se 
présenter: a) l’apparition d’une instruction vide provoque l'arrêt 
de la machine et l’on obtient l’enregistrement final sur la bande 
{l’état correspondant sera appelé éfat final), b) aucune instruction 
vide n'apparaît et la machine ne s'arrête pas. 

Les machines introduites s’appellent machines de Turing. 

Exemple 1. Supposons que 4 — 2. Considérons une machine qui 
dans un enregistrement quelconque trouve le premier zéro en se dé- 
plaçant à droite à partir d’un champ quelconque. 
Il est évident que cette machine peut être défi- Tableau 20 
nie par le programme du tableau 20. 

En effet, trois cas sont possibles : 

1) A l'instant initial l’œil observe le sym- 
bole O et la machine s'arrête immédiatement. 

2) A l'instant initial l'œil observe le sym- 
bole 1 et à droite du champ initial l’enregistre- 
ment contient au moins un 0. La machine décale 
l'œil d’un champ à droite et s'arrête au-dessus 
du premier 0. 

3) A l'instant initial l'œil détecte le symbole 1, et à droite du 
champ initial l’enregistrement ne contient que des 1. La machine 
déplacera la tête à droite sans s'arrêter. 


| 


| 
Fig. 26 





Introduisons quelques notations et notions liées à l’enregistre- 
ment sur la bande. On représentera par des flèches la position de 
l'œil sur la bande à l'instant considéré (voir fig. 26). 

Ceci peut encore être noté comme suit: 


Ÿ 
A Age. 


La flèche se rapporte au symbole a, situé immédiatement à gauche 
d'elle et signifie que l’œil observe le symbole «, à l'instant considéré. 

Si la bande n’est remplie que de 0, on dira quelquefois que nous 
avons aîfaire à une bande vide. On appellera aussi champ vide le 
champ affichant 0. 

Enfin, l’ensemble des champs inspectés par l’œil entre l’instant 
initial et un instant f sera appelé zone de travail de la bande à l’ins- 
tant 1. 

Dans la suite, nous aurons à construire des machines de Turing 
douées de propriétés spécifiques. Ces machines seront construites 
à partir de celles déjà connues. Pour ce faire nous introduisons le 
principe de dualité et deux types de compositions de machines. 
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Principe de dualité pour programmes (de machines). Soit 7'un 
programme quelconque. Désignons par 7* le programme déduit 
de 7 par substution de À à L et de Z à R. Le 

Tableau £1 programme T* s’appelle dual de T. 


Exemple 2. Le programme T* défini par le 
tableau 21 est visiblement dual de celui de 
l’exemple précédent. 


Il est évident que (7*)* = T', c'est-à-dire que 
la notion de dualité est réciproque. Dans la sui- 
te, on appellera aussi duales les machines M et 
M* correspondant aux programmes 7 et 7'*. On 
voit immédiatement que les machines M et M* 
fonctionnent dans un certain sens de manière symétrique, plus exac- 
tement: si à l'instant initial la bande affiche l’enregistrement 





} 
es. A1 A... (1) 
que la machine M transforme à l’instant £ en l’enregistrement 
Ÿ 
ce Cyln eo. Ce ..., (2) 
alors la machine M* transforme à l'instant £ l’enregistrement 
“dt ..,) (3) 


affiché à l'instant initial et symétrique de (1) par rapport à «à, en 
l'enregistrement 
Ÿ 
Ce ou. Col.) (4) 


symétrique de (2) par rapport à c1. 

En vertu de cette remarque, la machine MWi* par exemple doit, 
en se déplaçant vers la gauche, chercher le premier zéro (voir exem- 
ple 2). On s’assure de ceci par une vérification immédiate. 

Premier type de composition. Elle consiste à raccorder en série 
une machine à l’autre. Soient M, et M, deux machines de Turing 
sur un même alphabet d'entrée £{0, 14, ..., k — 1}, dont les en- 
sembles d'états sont disjoints. Numérotons par les nombres 0, 1, 
2, ..., | — 1 toutes les cases vides (les instructions) du programme 
T, de la machine YMt,. Soit p (x) un prédicat quelconque *) sur l’en- 
semble {0, 1, 2,  — 1}. Construisons une machine Y que 
nous appellerons raccordement en série de la machine M, à La machi- 
ne M, (par rapport au prédicat p (x)). Pour cela dressons un nouveau 
tableau 7 (voir tableau 22) avec les tableaux 7, et 7’, des machines 


x Un prédicat p (x) sur {0, 1, 1 — 1} est une fonction spéciale de P}. 
Dans la suite, on aura affaire à des prédicats bivalents et A qui prennent 
respectivement leurs valeurs sur les ensembles {0, 1}, {0, 1, 
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Mo et M. La première moitié de 7 est confondue avec T, pour les 
cases de 7, contenant une instruction non vide. Dans les cases n 
telles que p (n) = 1, le tableau 7 contient l'instruction aS'x° (où a 
est le numéro de la ligne contenant la case n, *;, l’état initial de la 


Tableau 22 


k—1 


machine M.,). Dans les cases n telles que p (n) = 0, le tableau T 
renferme aussi une instruction vide. La deuxième moitié du tableau 
T est entièrement confondue avec 71. 

La machine WW fonctionne de toute évidence comme suit: l’en- 
registrement initial de la bande est d’abord traité par la machine 
fo et si cette dernière cesse de fonctionner sur une instruction 
telle que p (n) = 1, alors le contenu de la bande est traité par la 
machine M,. Ceci étant, le champ initial de la machine M}, sera celui 
sur lequel s’est arrêtée la machine Nt,. Donc, la machine M effectue 
dans un certain sens le travail en série des machines Ni, et Pi. 

Deuxième type de composition ou itération de la machine. Soit 
No une machine de Turing dont les cases vides du programme 7, 
sont numérotées par les nombres 0, 1, 2, ..., 1 — 1. Supposons 
que p (x) est un prédicat sur l’ensemble {0, 1, 2, ..., 1 — 1}. 
Construisons une machine $t que nous appellerons itération de la 
machine M, par rapport au prédicat p (x). Dressons le tableau T 
de la machine M en nous servant de 7',. Le tableau T'est confondu avec 
T, en dehors des cases vides de 7',. Dans les cases n de 7, telles que 
p (n) = 0, le tableau T affiche l’instruction aS x; (où a est le numéro 
de la ligne contenant la case n, #1, l’état initial de M,). Dans les 
cases n de 7’, telles que p (n) = 1, le tableau 7 contient une instruc- 
tion vide. 

Il est immédiat de voir que la machine M est dans un certain 
sens une itération de la machine M, c’est-à-dire que son travail équi- 
vaut à un travail répété de la machine M. 
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$ 20. Une méthode de construction de machines de Turing 


On se propose de décrire une méthode de construction de machi- 
nes de Turing faisant appel à la composition des machines et à un 
langage opératoriel spécial pour l'enregistrement des algorithmes. 
Ce langage a été proposé par A. Liapounov en 1953 (voir [8]). Comme 
il ne tient qu'un rôle auxiliaire nous ne donnerons pas sa définition 
logique rigoureuse, nous nous tiendrons à une brève description et 
examinerons quelques exemples. 

1. Les objets de départ sont des opérateurs qui se subdivisent en 
trois groupes : 

a) les opérateurs qui modifient la condition de la bande font 
varier, les états de la machine et changent la position de l’œil. On les 
désignera par des majuscules latines À, B, ... (parfois munies 
d'indices) ; 

b) les opérateurs de contrôle des conditions logiques qui seront 
notés par les symboles p' ou pi, affectés parfois d'indices ; 

c) les opérateurs spéciaux représentés par les symboles + et ©. 

2. Les opérateurs sont utilisés à l'élaboration de circuits opéra- 
toriels d’après des règles déterminées. Un circuit opératoriel est une 
suite d'opérateurs dans laquelle chaque opérateur de contrôle des 
conditions logiques est relié par une flèche à un autre opérateur. 
Ainsi, l'expression 

FU + 
* AÿpA;@ 
représente un circuit opératoriel. 

3. À tout circuit opératoriel correspond un algorithme caractéri- 
sant les modifications de la condition de la bande, des états de la 
machine et de la position de l'œil. Ces modifications sont réalisées 
à l’aide des règles suivantes. 

a) Les opérateurs « travaillent » dans un ordre déterminé. Le 
premier à commencer est celui qui à l’instant donné est précédé du 
symbole *#. 

b) Supposons que nous ayons +4. Alors l’enregistrement de la 
bande, l’état de la machine et la position de l’œil à l’instant considé- 
ré sont modifiés par l'opérateur À en un autre enregistrement, un 
autre état et une autre position de l'œil. Ensuite la portion de circuit 
#*A se transforme en la portion A+, ce qui signifie que le circuit 
opératoriel se transforme aussi. 


c) Supposons que nous ayons *xpt (ou #p}). Dans ce cas le pré- 


dicat p est calculé d’après l’enregistrement consigné sur la bande et 
l’état de la machine. Si p = 1, la portion +pt se transforme en px, 
c'est-à-dire que nous passons à l’exécution de l'opérateur suivant; 


+ 
si p —0, la portion xpf se transforme en pt, c’est-à-dire qu'est 
réalisé l’opérateur auquel mène la flèche. 
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Même chose pour #p|, où p est un prédicat trivalent, et selon 
sa valeur on convient qu'a lieu l’une des transformations 


spi pis, «pl= pl, «pipi. 
k 


d) La combinaison + représente la fin des transformations ou du 
fonctionnement de la machine. 
Exemple 3. Considérons le circuit opératoriel 


Ù + 
* ApA® . 


Supposons que les opérateurs À, et À, désignent les modifications 
de l’enregistrement de la bande, des états et de la position de l'œil, 
réalisées respectivement par les machines N?, et M.,. Supposons que 
les états des machines M, et Ni, sont disjoints. Supposons enfin 
que p — p (x) est un prédicat défini sur les numéros des champs 
(c’est-à-dire l’ensemble des couples (a, x)) où s'arrête la machine M. 
Alors le circuit opératoriel effectue la transformation suivante. 

1. On a x4,. La machine M, fonctionne jusqu’à l’arrêt (si celui- 
ci a lieu) au champ de numéro, disons, n. Le circuit se transforme en 


D + 
À, * pA;Q. 


2. On a xp. On calcule le prédicat p et: 
a) si p — {, on obtient le circuit 


| J 
AP * A,@; 
b) si p=—0, le circuit 


———— 


L + 
AP À: * ©. 
3. a) On a +A,. La machine M, fonctionne. En cas d'arrêt de la 
machine M,, on obtient le circuit 


+ 
App A; * ©. 


b) On a +w. La transformation est finie. 

La transformation réalisée par le circuit opératoriel donné est 
celle effectuée par le raccordement en série de la machine M, à M, 
par rapport au prédicat p (x). 

Exemple 4. Il est immédiat de voir que le circuit opératoriel 


| 
*% A5p@ 


peut être interprété comme le circuit qui définit la transformation 
obtenue par l’itération de la machine par rapport au prédicat p. 
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Passons maintenant à la description de la technique de program- 
mation pour les machines de Turing, c’est-à-dire à la description 
d’une méthode d'élaboration d’un programme pour une machine de 
Turing réalisant une transformation donnée. Cette méthode sera 
simultanément illustrée par un exemple. Le processus de program- 
mation comporte quatre étapes. 

Première étape. Soit donnée une transformation de l’enregistre- 
ment et de la position de la tête. Supposons qu’il existe une machine 
de Turing réalisant cette transformation. On commence par des 


+1 
PC PS NE 
UT AT [1] énstont üitial 


Eee 7 énstané fine 


œ+] 





Fig. 27 


raisonnements non formels à brosser un plan de réalisation de cette 
transformation. On s’arrange pour la décomposer en « transforma- 
tions plus simples », c’est-à-dire des transformations pour lesquelles 
une machine de Turing a déjà été construite ou est facile à construire. 

Exemple 5. Supposons que # — 2. Soit à construire une machine 
de Turing qui décale une zone de & + 1 unités (4x = 0, 1, ...) de 
B + 1 champs à gauche (6 = 1, 2, ...) (la bande est vierge en 
dehors de la zone). L’étendue $ + 1 du décalage peut être définie 
par une disposition spéciale de l’œil à l’instant initial. La figure 
27 représente les enregistrements et la position de l’œil aux instants 
initial et final. La transformation voulue peut être effectuée comme 
suit : 

4) Marquons le champ initial en y remplaçant le symbole 0 par 
le symbole 1. Désignons par ® (0 — 1Ÿ) l’opérateur correspondant 
à cette transformation. Le contenu de la parenthèse indique que le 
symbole 0 a été remplacé par 1 et que l’œil reste en place. 

2) Déplaçons-nous vers la droite (opérateur À,) jusqu'à l'unité 
de gauche de la zone. 

3) Désignons par a” et a” respectivement le symbole observé à 
l'instant donné et le symbole situé immédiatement à droite de a’. 
Ici a — 1. Voyons si l'unité, c’est-à-dire a’, est la dernière unité 
de la zone. Calculons pour cela le prédicat p (a”, a”), où 


p(a’, e= | 


O0 pour a”--0, 
1 pour a”—1. 
Pour p = 1 
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4) Effaçons a’ (opérateur 0 (a”)). 

o) Retournons à gauche jusqu’à la plus proche unité (opérateur 
À). 
6) Inscrivons une unité à droite de cette unité. Désignons par 
D (4* —+ 11Ÿ) la transformation correspondante. 

7) Retournons (opérateur po, po est un prédicat identiquement 
égal à 0) à 41. 

Pour p = 0 

8) La zone est composée d’une seule unité. Effectuons 0 (a”), 
c'est-à-dire l’effacement de l'unité. 

9) Retournons à gauche (opérateur À,) jusqu’à la plus proche 
unité. 

10) Déplaçons-nous à gauche (opérateur L) le long de la zone des 
unités et arrêtons-nous à l'unité de gauche. 

Deuxième étape. Passage du plan établi au circuit opératoriel. 

Suite de l'exemple 5. Dans ce cas le circuit opératoriel est de la 
forme 


x D (0Ÿ—+ 1") À Aip (a’a")| 0 (a’) AD (1° — 111) po | | 0 (a) ALo. 


Remarque. Pendant l'élaboration du circuit opératoriel il faut 
veiller à ce que l'œil observe le même champ après la réalisation 
d’un opérateur et avant celle du suivant. Parfois on est amené à 
introduire pour cela des opérateurs concordants supplémentaires. 

Dans l’exemple considéré, cette concordance est obtenue de 
façon naturelle sauf pour l’opérateur p (a'a”), à propos duquel on 
admet qu'après sa réalisation l’œil observe le symbole a’. 

Troisième étape. Passage du circuit opératoriel au programme 
de la machine. 

On compose d’abord les programmes pour chaque opérateur du 


circuit opératoriel (sauf pour les opérateurs *, ps, ©). 
Tableau 23 





D(OŸ-1Y)| 1 
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Suite de l'exemple 5. Nous avons les programmes suivants pour les 
opérateurs figurant dans le circuit (si des opérateurs interviennent 
plusieurs fois dans un circuit, le programme n’est composé que pour 
l’un d'eux ; voir tableau 23). On choisira les états de telle sorte que 
les programmes des divers opérateurs ne se coupent pas. 

D'autre part, un circuit opératoriel peut être considéré comme 
un circuit déterminant la composition des programmes (de machi- 
nes). Pour cela on «brisera » toutes les flèches (sauf celles de type *) 
et on admettra que chaque extrémité de flèche conduit à son état 
d'arrêt. 

Dans l'exemple 5 on obtient le circuit suivant : 


# D (0*—+1*) 4,p (a'a”) 0 (a') A D (1 —+ 11") po,0 (a') ALo. 
Ensuite, en prenant la portion de circuit 
A,p (a'a")' 0 (a’) 40 (1*— 11°), 


on construit le programme qui est un raccordement en série des 
programmes correspondants. Puis on passe à la portion 


1 Aip (a'a")" 0 (a’) 43® (1° +11) po | 


et on construit le programme en appliquant l'opération d'itération 
au programme précédent par rapport au prédicat p,. Considérons la 
portion 


+D (0*—+1*) Ÿ Asp (a'a") [0 (a’) 4 (1° +11") pol À 


et construisons le programme correspondant en raccordant en série 
le programme précédent au programme de ® (0* — 11). Enfin, le 
circuit 


«D (0° —+ 1") 4 Asp (a'a")| 0 (a’) 4,0 (1*—+ 11) Pol} 0 (a’) 4Lo 


nous conduit à un programme qui est un raccordement en série du 
programme construit et des programmes pour 0 (a), À, et Z. Le 
tableau 24 représente le programme sous sa forme définitive. 

Remarque. Lors du raccordement en série des programmes cor- 
respondant à deux opérateurs consécutifs B' et B” formant la portion 
B'B" du circuit opératoriel, le prédicat p est supposé égal à un identi- 
quement si l’opérateur B° est un opérateur qui modifie la condition 
de la bande, l’état de la machine et la position de l'œil. Si B° est 
l'opérateur de contrôle de la condition logique, le prédicat p est 
choisi en fonction de cette condition. 

Quatrième étape. Simplification du programme. Les programmes 
construits par cette méthode donnent lieu parfois à d'importantes 
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Tableau 24 

D (0Ÿ—1Ÿ) A: p (a'a”) 0 (a’) 
ps, ee ns ae Nommens, 

K1 Ka | K3 Ka | #5 KG | K? | #8 

0 | 1Sx OR%s OLur | OSxg | OSux | 0S%x 


1 ASH 1R%3 LS HA LR%s 1LYe LS Kg ASH OS 43 


A2 D(1Ÿ-11Ÿ) O (a) A L © 
PO PS A 


K11 12 #13 H14 K15 

















| #9 | K10 


0 OLHo AS His | OSX OSxys | OLKig | ORHis 
1 LS H10 | Riot 1S% OS'Ho | ASHya | LH 


simplifications portant sur le nombre d'états. Nous allons formuler 
ici quelques règles de simplification. 

Supposons qu’un programme présente deux états x’ et x” tels. 
que les colonnes correspondantes possèdent des cases vides auxquelles. 
la machine n’accèdera jamais. Supposons que dans chaque ligne il 
existe une case vide de ce type (ou tout au moins dans l’une des. 
colonnes indiquées). Il est immédiat de voir que l’on peut alors 
identifier les états x’ et x”. 

Un autre type de simplification est lié aux Tableau 25 
opérateurs de contrôle des conditions logiques. 
Tlustros-le sur notre exemple. 5. 

Suite de l'exemple 5. Les états x, et x, sont 
liés aux instructions qui réalisent uniquement les 
passages à d’autres états. On peut les éliminer 0 15% 
par correction de l'instruction pour xs. 1 

Il existe encore un procédé de simplification 
lié aux instructions contenant le symbole du 
mouvement S. Supposons que la case (c, x) renferme l'instruction 
c'Dx". Si on ne peut passer directement à cette instruction qu’à par- 
tir des instructions cS%x et si de plus elle ne fonctionne pas à l’ins- 
tant initial, on peut alors retirer l'instruction c'Dx#’ de la case: 
(c, x) et remplacer toutes les instructions cSx par c'Dx. 

Suite de l'exemple 5. Dans le programme du tableau 24, on ne 
peut directement accéder à l'instruction 1S%x, consignée dans la 
case (1, x,) qu'à partir de l'instruction 1S%x, de la même colonne. 


112 FONCTIONS GALCULABLES [CH. 4 


Donc, on peut remplacer la première colonne du programme par la 
suivante (voir tableau 25). On peut ensuite identifier les états x, et 
#2 puisque les cases (1, x.) et (0, x.) contiennent des instructions 
vides et la machine n’y accédera jamais. 

On peut effectuer la même transformation avec les colonnes 
correspondant à x, et x,: retirer l'instruction 1R%, et identifier les 


Tableau 26 


#1 K3 K6 #8 #9 K10 12 K13 K14 K15 
































O | 1S41 | ORxs | OLuso | OS Hg | OLHo | ASH |OSxyal OLH18l ORXYS 
1 LRusl 1R4 | IL | OSHg | LS Ho! LRH10 | OS Ho LS Ha | LH 


états «3 et x,. Enfin on peut retirer l’instruction OS%, de la colonne 
#11, Car elle n’est jamais mise en œuvre et en faire de même pour 
14S»x, en procédant aux modifications indispensables dans la colonne 
correspondant à X40. 

Nous obtenons un programme (voir tableau 26) constitué de 
10 états. 
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Dans la suite nous n’étudierons que les machines dont l'alphabet 
d'entrée est composé de deux symboles. 

Le fonctionnement de la machine de Turing dépend de l’enregis- 
trement initial de la bande. Dans la suite on utilisera souvent des 
formes spéciales de ces enregistrements, appelés codes de machine. 
On distinguera deux types de codes: les codes principaux et les codes 
auxiliaires. 

Les codes principaux sont soit de la forme: 


se Ole: 10... 
= 
œ+1 


i.e. une zone de æ<+-1 unités; soit de la forme 


ss 0:5: 101.210: O0 ::: 102: 
+1 &o+i as+1 


l.e. s zones respectivement de & + 1, &, + 1, ..., &, + 1 unités, 
séparées par un Zéro. 
Les codes principaux sont utilisés pour définir les nombres @ 


et les combinaisons de nombres a, &, ..., à, de E*° (c'est-à-dire 
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de l’ensemble des entiers naturels et du zéro). Le zéro est codé par un 
enregistrement qui contient exactement une unité. 

De nombreux problèmes portent sur les codes principaux. Nous 
allons examiner l’un d’eux qui consiste à trouver l’unité de gauche 
dans un code principal. De façon plus exacte, on demande de cons- 
truire une machine qui laisse invariant le code principal quelle que 
soit la position initiale de l’œil et s’arrête sur l’unité de gauche de 
ce code. 

Donnons la solution détaillée de ce problème. 

Première étape. Plan de travail de la machine cherchée. Supposons 
que l’enregistrement initial est de la forme . .. açalas . .. 

1) Voyons si le champ initial n’est pas vide, c’est-à-dire vérifions 
la condition p (a; =£ 0). 

2) Supposons que p(a; = 0) — 1, c’est-à-dire qu'à l'instant 
initial l’œil observe le symbole 1. On cherche alors l’extrémité gauche 
(c’est-à-dire l’unité de gauche) du code principal (opérateur À,;) 
et on s’arrête. 

3) Supposons que p (a; == 0) = 0. On vérifie alors si le champ 
contigu à gauche de a, est vide, c’est-à-dire qu’on vérifie la condition 
p (&o = 0). 

4) Si p (ay = 0) = 0, on retourne à la réalisation de l’opéra- 
teur À,. 

9) Si p (ay = 0) = 1, c’est-à-dire que a, — 0, alors on remplace 
les symboles a, et a; par deux unités et on s’arrête sur celle de gauche 
(opérateur © (aÿa; —+ 1*1)). Donc, en dehors de la zone d'unités on 
a construit un segment dont les extrémités sont des unités. Sa lon- 
gueur initiale est égale à deux, maïs dans la suite nous l’étendrons 
en décalant l’unité de gauche à gauche et l’unité de droite à droite. 

6) Voyons s’il est possible de décaler l’unité de gauche du seg- 
ment d’un champ à gauche moyennant la vérification de la condi- 
tion Py, Où 


4 si le champ contigu à gauche du segment est vide, 
PT 0 dans le cas contraire. 


Supposons que pg = À. Alors 

7) Décalons l’unité de gauche d’un champ à gauche et déplaçons- 
nous ensuite à droite jusqu’à l’unité de droite du segment (opéra- 
teur À). 

8) Voyons s’il est possible de décaler la première unité de droite 
du segment d’un champ à droite moyennant la vérification de la 
condition pq, où 


1 si le champ contigu à droite du segment est vide, 
pa= | 0 dans le cas contraire. 
Si pa = 1, alors 

8—0382 
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9) Décalons l'unité de droite d’un champ à droite, puis dépla- 
cons-nous à gauche jusqu’à l'unité de gauche (opérateur À.) et 
retournons à 6). 


Si pg = 0, alors 
10) l'unité de gauche touche la zone d'unités. Déplaçons-nous 


à droite et effacons les deux unités du segment. Puis retournons 
jusqu’à l’extrémité droite du segment (opérateur À,) et passons à A.. 
Si pa = 0, alors 



























Tabieau 27 
p (a1:0) | 1 #3 | Ha p (ay—0) K5 KG 
0 0 OLx3 | ORxa | ORHaï 0 OZ#, 
1 1 1Lh2 | 1LHo 1 
A2 H11 #12 
1R4g | 1L43 0 LR | OR 


> 


ORHK:0 

















#20 A5| %X21 H22 H23 K24 
ORk19 |0LH90 0 OLHo3 | ORHoa 
ARHe ORH19 OLH°9 À |1ALHo2ol0OLHo8l ORHoa 





11) L'unité de droite touche la zone d’unités. Déplaçons-nous 
vers la gauche et effaçons les deux unités du segment. Revenons en- 
suite jusqu'à l'extrémité gauche de la zone (opérateur À) et arrêtons- 


nous. 
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Deuxième étape. Ecriture du circuit opératoriel. Il est de la forme 


| 
* p (a 0) Aiop (as = 0) D (aa, a 1*1) PeA2PaA3LoA4PoA5@ 


— 


Troisième étape. Rédaction des programmes pour les divers 
opérateurs (voir tableau 27). Les programmes pour pa, A: et À, 
sont duaux respectivement de De, A2 et A4. 

Rédigeons le programme du problème posé (voir tableau 28) en 
nous servant du circuit opératoriel et des programmes pour les 
opérateurs. 

















Tableau 28 
p (a1=£0) A1 p (ao=0) D (akai-+1Ÿ1) 
mt Nana, Pannes Nes nr, ee a ne me, ee ee, or ns, 
#1 Ho | #3 Ha K5 KG 7 | Kg 




















0 OSx; OLH3 OR%; ORxa | OL%, OS%+, LR4a 1Lhe 
1 LSHa 1LHo 12% LS He LS Ho 
Pg Az Pa A3 
TON TT EN 
| K9 | K10 #11 K12 13 | K11 #15 #16 
0 OS'Xys | 1RKi1l ORHo OS His | Lis | OL 


rs 


ALhio | 1SHi7 | ORHiol ASH | LRHyal 1SHo1 | OL | 1SH9 





0 ORH19 OLH20 OLHs ORxoa! 
{ 1RHig ORH19 OLH20 LSHo 1Lho9 OLHo3 ORHa 


Quatrième étape. Simplifions le programme. Nous pouvons retirer 
les instructions situées dans les colonnes %;, X7, Xo, Xiz: Kim» Ho Car 
nous pouvons y accéder directement à partir de OS x, OSx;, 18% 


Rk 
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ASXis 18H17, 19%X2,. Nous pouvons ensuite éliminer les états 
Hs Hys Hos Kiss His Ho Nous obtenons un programme à 18 états 
(voir tableau 29) *). 


Tableau 29 









#12 





#11 





#3 K6 K10 










0 OLhg | OLhz | ORHa | OR | 1Rug | 1LHg | OSHir | LRKiy1l OR 























À 1S4xs | 1LHe | 1LHo 1S4%e | 1LH0 | LRH18 | ORKiol 1RH14 
141 K15 16 K18 K19 #20 #22 H23 H24 
0 OSxi5 | ILuys | OLH;6 ORH19 | OLHo9 OLH92 | OR 


ALh5o | OLuie | 1SHg | ORHi9 | OLHo0 | 1SHXa | OLHs | ORHoa 








Dans la suite on ne composera en principe les programmes que 
jusqu’à la deuxième étape, c’est-à-dire jusqu’à l’élaboration des 
circuits opératoriels, car la partie restante ne présente pas de diffi- 
cultés. 

Le principe de dualité permet de rédiger sans peine un program- 
me de localisation de l’unité de droite du code principal. En compli- 
quant un peu les choses on peut composer un programme pour la 
localisation de l’unité de droite ou de gauche de la i-ème zone du 
code principal. 

Passons maintenant à la description des codes auxiliaires. Nous 
distinguerons trois types de codes auxiliaires. 

a) Le code l-multiple est défini pour une combinaison quelconque 


Qi, os + + + &s des nombres de Æ“ de la manière suivante: 


sa Ut: SAUT eV ss UE T0 ES 
ns nn m7 ne mm 
I(&:+1) I(&>+1) l(&s+1) 
où Ü est un mot tampon de longueur Let U —= OU", c’est-à-dire que U/ 
commence par un Zéro; | 
b) le code réticulé est défini pour une combinaison quelconque 
Or Lo, . . …, @s de Æ", C’est un enregistrement que l’on peut 
décomposer à l’aide de s réseaux (s suites de champs de la bande) de 
période s en zones d'unités, plus exactement : le premier réseau con- 
tient une zone de «;, + 1 unités, le deuxième, de &«, + 1 unités, etc., 


*) On peut identifier x, et x,, dans ce tableau. 
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le s-ième, de &, + 1 unités, les origines de ces zones étant compati- 
bles, c’est-à-dire se suivent sur la bande à la manière des numéros 
des réseaux (voir fig. 28; pour plus de suggestion chaque réseau 
a été représenté séparément) ; 

c) Le code quasi principal est défini pour un code principal quel- 
conque bb, ... b,, où b, — b, — 1, sous forme de l'écriture sui- 


vante : 
DU DU, . + U,_10v; 


[Ul=...= [Us l=l-1 (202). 


Donc, dans le code quasi principal, un réseau de pas / contient le 


« 


ou 


ÿ ÿ ô 








l-er reseou contenant 
ure 2076 de &,+1 unités 


2-6 réseau he 
une zone de @,+1 uni es 


S-ieme réseau CONTENONE, 
ue zone de Œ., +1 uniles 


Fig. 28 


code principal, les intervalles intérieurs sont occupés par les mots 
Us, Us, ..., Uy1, la partie restante de la bande est vide. 

Les codes de machine et leurs conversions sont justiciables par 
de nombreux lemmes. 


Lemme 1 (de simulation sur un réseau). Soient M une machine 
de Turing de programme T, lun entier =2. On peut alors construire 
une machine M qui sur un réseau de pas lL fonctionne comme la machine 
Mt sur la bande tout entière. 


Démonstration. Construisons un tableau 7 à partir du tableau T 
(voir tableau 30) en ajoutant à chaque état x; les états auxiliaires 
LE RTS Ki 2, destinés pour le passage des champs 
situés en dehors du réseau et la mémorisation du caractère du dépla- 
cement (voir tableau 31), où 

#; pour D=S, 
x}? = 4 x} pour D=R, 
x; pour D=L. 
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Tableau 30 


#1 

















oi 
| 
Le 
|| 
| 





Sur le tableau T', on voit que la machine M lorsqu'elle se trouve 
dans un champ du réseau et détecte le symbole a dans l’état %x;, le 
remplace par c comme la machine M, effectue le même déplacement 
D et passe à l’état x?. L'état k? dépend du caractère du déplace- 
ment: ce sera x; pour D = S, x} pour D = R et x; pour D = L. 
Dans les deux derniers cas, l'œil quitte le réseau et la machine passe 


par les états x}, 2, ..., x57! si l'œil se déplace vers la droite, et 
par les états x5, n°, ..., #27? s’il se déplace vers la gauche. 


Ensuite l'œil arrive au réseau d'état x; en se déplaçant d’un champ 
sur ce réseau. Donc, dans le cas des déplacements R et Z, la machine 


M fait exactement la même chose que la machine M sur la bande tout 
entière, mais en L pas. 


Corollaires. 1) Si C;(a) = a pour a =0,..., k — 1 et pour 


fout j, alors la machine M ne modifie pas l'enregistrement de la bande 
en dehors du réseau. 
2) Si C;(a)=0 pour a —=0,..., k — 1 et pour tout j, alors 


la machine M efface la zone de travail. 

3) Si C; (a) = 1 pour a = 0, ..., k — À et pour tout j alors la 
machine affiche 1 dans la zone de travail et marque par là même les 
champs situés en dehors du réseau qui ont été inspectés par l'œil. 

4) Des situations mixtes sont possibles, par exemple Ci(a) = 
= Cor (a) = 1 pour a =0,..., k—1 et C;(a) = a dans les 


autres cas. Ici la machine JN affiche 1 dans les limites de la zone de 
travail sur le réseau voisin qui n'est autre que le réseau initial décalé 


Tableau 31 














0 a Lie a C1 (0) Rx Ca(O) Rx |... C1(0) Rx | Ci (O)LxËtt |...| Car (0) Zu; 
a |... |cDn?| ... Ci (a) Rx Ca(a) RkË |...| Cia(a) Raj | Cia) Lxlt |... Core (a) Lx; 


k—1| |. |. | Ci) Ra | C, (61) Ro |. Ci (h—1) Ru | C1 (R—1) Lai |. | Care (k—1) Zu 
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d'une unité vers la droite, et ne modifie pas le contenu de la bande en 


dehors de ces réseaux. 
Introduisons la notation suivante. À étant un opérateur modifiant 


la condition de la bande, on désignera par À l’opérateur simulant À 
sur un réseau (son comportement en dehors du réseau sera expressé- 
ment spécifié). 

Lemme 2 (de conversion du code principal en code /-multiple). 
Soit L un entier naturel (=>2). On peut alors construire une machine 
de Turing convertissant le code principal en un code l-multiple avec 
un mot tampon U donné, où | U | = Let U — OU. 


Démonstration. Première étape. La machine cherchée élaborera 
pas à pas le code Z-multiple sur la bande à droite du code principal. 
Pour cela elle parcourt de gauche à droite les symboles du code prin- 
cipal, les remplace un par un par zéro et à droite du code principal 
inscrit une zone de L unités ou le mot U selon que le symbole rempla- 
cé est 1 ou 0. Ce processus fait apparaître sur la bande un mot dans 
lequel l’intervalle de deux unités consécutives ne peut contenir plus 
de Z zéros. Pour de tels mots on peut (comme pour les codes prin- 
cipaux) construire une machine qui en localisera l’extrémité gauche 
(resp. droite). Désignons les déplacements de l'œil vers la gauche et 
vers la droite respectivement par Z et À. 

On peut donc décrire le fonctionnement de la machine de façon 
plus précise : 

1) on accède à l’extrémité droite du code principal (opérateur R); 

2) on se déplace de deux champs vers la droite et on inscrit la 


zone de l'unités. Désignons cet opérateur par ® (at — a001...1*); 
ns, em” 


l 

3) on retourne à l’extrémité gauche du code principal (opéra- 
teur L); 

4) on lit les trois premiers symboles a’a"a” à partir de l’extré- 
mité gauche du code principal (et ensuite dans la partie restante 
du code principal) et on calcule le prédicat trivalent p (a’, a”, a"). 

Si a’a"a” — 11a", on se trouve en régime I et on passe à l’opéra- 
teur indiqué par la flèche À (pî). 

Si a’a”a” — 101, on se trouve en régime IT et on passe à l’opéra- 


teur qui Suit D. 


Si a’a”a” — 100, on se trouve en régime III et on passe à l’opé- 
rateur indiqué par la flèche J (p4). 
Régime I. 


5) On efface le symbole a’ (opérateur 0 (a”)); 
6) On se rend à l'extrémité droite du mot (opérateur R); 
7) On place la zone de Z unités immédiatement à droite du 


mot (opérateur D(at->-ai...1*)); 
nn 7 
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8) On retourne à l’extrémité gauche du mot (opérateur L) et on 
passe à 4). 

Régime IT (le premier symbole a” est le dernier de la zone des 
unités du code principal, mais il existe au moins une zone d’unités 
non traitée dans le code principal). 

9) On efface le symbole a” (0 (a'’)); 

10) On se rend vers la fin du mot (opérateur R) : 

11) On place immédiatement à droite du mot le mot tampon U 
et Z unités (opérateur D (at — aU1 .. 1)) ; 

ms um 


l 

12) On retourne à l’origine du mot (opérateur L) et on passe à 4). 

Régime IIT (le premier symbole a’ est le dernier dans le code 
principal). 

13) On efface le symbole a” (0 (a’)); | 

14) On se déplace à droite jusqu’à l’origine du code /-multiple 
construit et on s'arrête. 

Deuxième étape. On obtient le circuit opératoriel suivant : 


ER LL. 
l l 


*RD(a (ie 


—>0001...1 UY pa 
l 


La réalisation des opérateurs de ce circuit ne pose aucun problème 
et l’on peut construire facilement un programme correspondant à ce 
circuit. Ceci achève la démonstration du lemme. 


Lemme 3 (de conversion d’un code réticulé en code principal). 
Soit s un entier naturel, s > 2. On peut alors construire une machine 
de T'uring qui convertit un code réticulé quelconque de paramètre s en 
un code principal. 


Démonstration. Première étape. Décrivons d’abord le principe 
de fonctionnement de la machine. La machine observe à l’instant 
initial l’unité de gauche du code réticulé, se déplace à gauche d’une 
certaine distance et se met de proche en proche de droite à gauche 
à former le code principal par « transfert » des codes des réseaux, en 
commençant par le s-ième réseau et en finissant par le premier (voir 
fig. 29). 

Cette conversion peut être caractérisée de façon plus précise. À cet 
effet décomposons-la en une suite d'opérations plus simples 


* À À ... A0. 
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Opération A, (préparation préalable de la bande). 1) On s'éloigne 
du champ Lio) (l'unité de gauche du code réticulé) de s champs 
à gauche (opérateur Li) “} 

2) Immédiatement à gauche de cet intervalle on inscrit une unité 
(opérateur D (a* — 1*a)). L, ‘opération est achevée. 

Opération A; (transfert de la zone d'unités du s-ième réseau). 
4) À partir du champ dans lequel l'opérateur À, a inscrit l'unité, 


S 
Pine us 
RE LRO NE DORE je 
 ——— ——— 
code principal code réticulé 
Fig. 29 


on se déplace vers la droite de 2s champs (opérateur RŸ°). On arrive 
à l’ extrémité gauche de la zone située sur le s-ième réseau. Soient a’ 
et a” les deux premiers symboles du s-ième réseau (a’ est l’extrémité 
gauche). 

2) On vérifie si a’ n’est pas en même temps extrémité droite du 


code par le calcul du prédicat p (a', a”) (en retournant à a): 
O0 pour a” = 0 (a est l’extrémité droite de la zone), 
p (a', a") —41 pour a” = 1 (a n’est pas l’extrémité droite de la 
zone). 


Si p—1 (a' n’est pas l’extrémité droite de la zone du s-ième 
réseau), alors 
3) On se déplace jusqu’à l’extrémité droite de la zone sur ce 


réseau (opérateur À). 
4) On efface le us symbole a dans la zone (opérateur 0 (a)). 


o) On retourne à l’extrémité gauche de la zone (opérateur L). 

6) On se rs à gauche de 2s champs (opérateur LŸ) et on 
arrive à l’extrémité droite du code principal (plus exactement de la 
portion de code construite). 

7) On passe à l’extrémité gauche du code principal (opérateur L). 

8) On inscrit le symbole { à gauche du code principal (opérateur 
D (a* —+ 1*a)). 

9) On retourne à l'extrémité droite du code principal (opéra- 
teur À), puis on passe à 1). 


Si p = 0 (a est l'extrémité droite de la zone sur le s-ième ré- 
seau), alors 


*) Le code réticulé peut contenir s — 1 zéros de suite, 
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10) On efface le symbole a’ (opérateur 0 (a')). 

11) En se déplaçant à gauche de 2s champs (opérateur LF), on 
arrive à l'extrémité droite du code principal. 

12) On accède à l'extrémité gauche du code principal (opéra- 
teur L). 

13) On inscrit à gauche du code principal les symboles 10 (opé- 
rateur D (a — 1*Oa)). 

14) On retourne à l’extrémité droite du code principal (opéra- 
teur R). 

L'opération est finie. 

Opération À, (1<i<s) (transfert de la zone d'unités du i-ième 
réseau). Procéder comme pour À, en remplaçant les opérateurs R°° 
et L?° respectivement par Rift et Lit”, Ceci nous conduit au i-ième 
réseau. 

Opération A, (transfert de la zone d'unités du premier réseau). 
Procéder comme pour À, en remplaçant les opérateurs RŸ° et L 
respectivement par ARS! et L$*! et en retirant les opérateurs 
D (at —>1'0a) et R (voir 13) et 14)), puisque ces opérateurs assurent 
la préparation de l'opération suivante et À, est la dernière. 

Deuxième étape. On a de toute évidence les circuits opératoriels 
suivants pour A6, As, : .., Ai, +. A1: 


A9° x 0 (a) V &, 


A=% po Ro A oo bn 0e) dooiRas 


À = Da ta a") ROLL DATA OS" Lea 100) 0, 


ATP 


4,=* | RS Ge") ROQELS" LP (a or UZ7L 4 co. 


a nenes smme e momemee 


Ce qui prouve le lemme. 


Lemme 4 (de conversion du code quasi principal en code princi- 
pal). Pour tout nombre naturel I (1 => 2) on peut construire une machi- 
ne de Turing qui convertit un code quasi principal arbitraire b,U,b, . .. 

. Uyiby, où | Ul=... = [U,, | = —1, en le code prin- 
cipal correspondant bb, ... by. 
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Démonstration. Première étape. La machine cherchée se déplace 
d’abord d’un certain intervalle à droite du code quasi principal et 
ensuite forme petit à petit le code principal par transfert du code 
principal du réseau. 

Plus exactement, la conversion se déroule comme suit. 

1) A l'instant initial on repère le symbole b,, c'est-à-dire le 
symbole situé dans un champ du réseau de pas Z contenant le code 
principal. On se déplace sur le réseau vers l’extrémité droite du code 


principal (opérateur À) et on efface les mots tampons U;,, ..., U, 
extérieurs au réseau (voir corollaire 2 du lemme 1). 
2) À droite de l’extrémité droite (i.e. du symbole b,) on inscrit 
31 — 1 zéros *) et une unité (opérateur D (b} + bp, 0... 01"). 
811 
On se trouve dans un champ de ce réseau. 
3) On cherche l’extrémité gauche du code principal (opéra- 


teur L). 

4) Soient a’a”a” les trois premiers symboles du code principal 
(à l'instant initial ce sont b,b,b,). On calcule le prédicat p (a'a”a") 
trivalent. Pour a” — 1 (régime principal) on passe à la réalisation 


de l'opérateur consécutif à p. Pour a" — 0 et a” — 1 le symbole a’ 
est la dernière unité de la zone et puisque a” = 1, il existe encore 
au moins une zone. Dans ce cas on passe à la réalisation de l’opéra- 
teur auquel aboutit la flèche marquée par a” = 0, a” — 1. Pour 
a" — a" — 0, le symbole a’ est la dernière unité du code principal 
(c'est-à-dire que a” = b,) et on passe alors à la réalisation de l’opéra- 
teur vers lequel part la flèche marquée par a" = a” = 0. 


— Régime principal a” — 1. 
0) On efface le symbole a’ (opérateur 0 (a”)). 
6) On se dirige vers l’extrémité droite du code principal (opé- 


rateur À). 

7) On se déplace vers la droite de 37 champs (opérateur R?). 

8) On accède à l’extrémité droite du code formé (opérateur À). 

9) On inscrit une unité à droite (opérateur D (at + ai*)). 

10) On se déplace vers l'extrémité gauche du code formé (opéra- 
teur L). 

— Régime a” = 0, a” = 1. 

On procède comme dans le régime précédent, sauf 9) qui est 
remplacé par la réalisation de l'opérateur ® (at —+ a01*). 


#1! 


— Régime a” = a” —=0 


*) Le code quasi principal peut contenir 27 — 1 zéros de suite. 
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On efface le symbole a’ (opérateur 0 (a”)) et, en se déplaçant 


vers la droite de 37 champs (opérateur RŸ), on arrive à l'extrémité 
gauche du code principal cherché et on s'arrête. 
Deuxième étape. On a le schéma opératoriel suivant: 


ko ph, 1.01) 
= 
| g""= Oo= # 


> pa 0 07 DR PR #0 (ati Dar? Rd —000 D 008" 


a g"=0 





$S 22. Fonctions calculables 


Nous avons introduit plus haut un système P,, contenant toutes 
les constantes de £Ÿ° et toutes les fonctions définies sur l'ensemble 
des combinaisons de £Ÿ et à valeurs sur £". Nous allons définir 
un système de fonctions plus large que P%.. 

Soit f (x1, . .., æ) une fonction définie sur un sous-ensemble Æ; 
de l’ensemble des combinaisons (o, ..., &,) des nombres de £*° 
et à valeurs sur £*° (on admet que la fonction f n’est pas définie 
à l'extérieur de l’ensemble Æ;). La fonction f s'appelle fonction par- 
tielle de la logique N-valente. Désignons par P*, l’ensemble de tou- 
tes les fonctions partielles de la logique N,-valente. 

On peut introduire la notion de variable inessentielle comme dans 
le cas d’une fonction non partout définie de P, (voir chapitre 1). 

Définition. On dit qu’une variable x; est inessentielle pour une 
fonction f (1, ..., x,) de PX, s’il existe une fonction f’ de P4, 
telle que 

A PR RC 


sur £; et la variable x; est inessentielle pour f” (x, . .., x,). 

Dans la suite, les fonctions partielles seront considérées aux 
variables inessentielles près par rapport auxquelles l’ensemble 7, 
est cylindrique. Dans ce cas, la fonction jf se prolonge à une fonction f” 
de P,, qui dépend inessentiellement de toutes ces variables. 


Définition. On dit qu’une fonction f (21, . .., æn), où f € PÈ,, 
est calculable s'il existe une machine de Turing M qui: 

a) traitant le code principal d’une combinaison (œ;, ..., &,) € 
€ E; et observant l'unité gauche de ce code à l’état initial, s'arrête 
et délivre à l’état final le code de f (4, . .., &h); 
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b) traitant le code principal d’une combinaison (œ;, ..., &.)& 
é EF}, soit ne s’arrête pas, soit s’arrête, maïs l'enregistrement délivré 


n’est celui d'aucun nombre de E*°. 


Remarque. Les constantes de £Ÿ peuvent également être con- 
sidérées comme des fonctions calculables dont l’ensemble des va- 
riables est vide au sens suivant. 

Soit y € E*. Considérons la machine définie par le tableau 32. 
Comme y est une constante, la bande est supposée vide à l'instant 


Tableau 32 Tableau 33 














#1 #1 72 
| 
Ol1Rx|1Rnal ... |1SHxp,o |ORHyy: 0 1S% 








initial. Il est évident que la machine se dirige vers la droite à partir 
du champ initial et forme une zone de y + { unités (le code y), puis 
revient au début de la zone. 

Citons un exemple de fonction calculable. 


Exemple 6. Montrons que la fonction 0 (x) = 0 est calculable. 
Considérons pour cela la machine définie par le tableau 33. Il est 
évident que cette machine réalise la fonction 0 (x) = 0. On remar- 
quera que cette machine réalise aussi la fonction f (x,, x) — x, + 1 
et la constante O (traitée comme une fonction dépendant d'un en- 
semble vide de variables). 

Désignons par P,,, la classe de toutes les fonctions calculables. 


Il est évident que Peu = PK. 


Définition. Une machine de Turing M réalise (calcule) correcte- 
ment une fonction f (x, ..., x,) (de la classe P,,1) si: 

a) traitant le code principal d'une combinaison (œ1, . .., &,) € 
CE; et se trouvant à l’état initial sur l'unité gauche de ce code, 
s'arrête et délivre à l’état final le code de f (41, . .., &h), cet arrêt 
ayant lieu sur l’unité gauche du code de f (œ1, . .., @n); 

b) traitant le code principal d’une combinaison (æ;, ..., a») # 
é FE; ne s'arrête pas. 

Il est aisé de voir que la machine (voir tableau 33) réalise cor- 
rectement la fonction 0 (x) = 0. 


Lemme 5. Sif(x:, ..., x) est une fonction calculable, il existe 
une machine de Turing qui la calcule correctement. 
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Démonstration. Soit M’ une machine calculant la fonction 
f (ti, ..., xæ,). Désignons par À” un opérateur modifiant l’enre- 
gistrement de la bande, la position de la tête et les états de la ma- 
chine. Considérons la conversion , 
A=+K,4'p0,K:0. 
Ici À, convertit le code de (&, ..., «,) en un code double avec 01 


pour mot tampon. Sur le premier réseau on aura le code de (œ1, . .. 
..«. Gn), Sur le second, une zone remplie d'unités. 


A'est un opérateur simulant À” sur le premier réseau ; en dehors de 


ce réseau À” inscrit le symbole 1 dans la zone de travail. 
p est un prédicat définissant la forme du mot sur le premier ré- 


seau après l’action de l’opérateur À’. L’inspection du mot est effec- 
tuée avec le deuxième réseau qui marque avec sa zone d'unités la 
zone étudiée sur le premier réseau. On pose p — 1 si le mot est une 
zone d'unités, et p — 0 si le mot contient deux unités encadrant un 
zéro ou s’il ne contient pas d'unités du tout. 

0, est un opérateur qui efface toutes les unités 
du deuxième réseau et stoppe la machine sur l’uni- 
té de gauche du mot situé dans le premier réseau. 

K, convertit le code quasi principal en un co- 
de principal. 

Ce schéma nous apprend que si après l’action 


Tableau 34 





de À” l'enregistrement du premier réseau est 
différent de la zone d'unités, alors l'opération de- 
viendra cyclique, puisque le prédicat p sera constamment calculé. 

La machine M? correspondant à la conversion À est la machine 
cherchée. Le lemme est démontré. 

Dans la suite, quand on aura affaire à des fonctions calculables 
on utilisera exclusivement des machines les calculant correctement. 

Passons maintenant à la description de quelques fonctions cal- 
culables élémentaires. Considérons les fonctions suivantes : 4) la cons- 
tante 0; 2) Sa) = x +1; 3) IF (a, ..., An) = 2m Où 1 


Tableau 35 





O |ORx|...(0Rxm 0ORHxmas l0ORHmso |. | OLHnas | OLKnz1 |ORKna+s 
LÀ [ORXI |... JORHm-1 1RXm lORxms1l.-.|ORxn |ALhnao | 1LHn4o 
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Montrons que ces fonctions sont calculables. Ceci a déjà été fait 
pour la constante 0. La calculabilité des fonctions S' (x) et 17 résulte 
de leur réalisabilité par les machines suivantes (voir tableaux 34 
et 30). Pour 77 (x, . . ., x,) l'œil se déplace vers la droite (à l’état 
initial il observe comme toujours l’unité gauche du code principal), 
et la machine efface toutes les zones du code principal pour (œ, . .. 

+ On), Sauf la m-ième, puis revient à gauche et stoppe sur l’unité 
gauche de la zone restante. 


$ 23. Opérations S, Rp et u 


Définissons sur l’ensemble P%, les trois opérations suivantes: 
la superposition S, la récursion primitive Rp et la minimisation pu. 

La superposition s’introduit comme dans les systèmes fonctionnels 
précédents : on définit d’abord la notion de formule À (x,, . .., x) 
sur un système de fonctions donné de PX,, puis à toute formule X on 
associe une fonction fy (tr, « « ., 4n) de PX,. Ceci étant, si l’une des 
fonctions de À n’est pas définie sur une combinaison (œ, ..., &n), 
on admet que fy (&1, .- . ., &n) ne l’est pas non plus. Plus exacte- 
ment, soit 


Dm, ..., Zn) = Ÿ (is (His + + + Æn)s + + +, fm (dis + + +; An))e 


Prenons une combinaison quelconque (&,, ..., «,) de nombres de ÆŸ, 
Si les fonctions f;, . . ., fm Sont définies sur cette combinaison et si la 
fonction f l’est sur la combinaison rl he Poe 
. , @n)), alors la fonction ® est définie sur (œ:,. . ., «,) et ® (œ, … 
— s Si D n'est 
PR An) = f (J1 (Os - : . An); sm (res @))3 sinon n'es 
pas définie sur la combinaison (æ:;, . .., &h). 
L'opération de récursion primitive se définit comme suit. 
Soient p (Z1, . - ., Æn) et Ÿ (L1, + + ., Tns Ln+1r Tn+2)*) des fonctions 
arbitraires de PR: Formons la fonction f(x, «+ .., Zn, Zn+1) en 
utilisant le « schéma » de la récursion primitive 


is ms 0) =0(, ces) 
f (tir es En y+1)=v(, es Tns Us F(Lus 3 Ts y)). 
Soit (@y, - - ., Gn+1) une combinaison quelconque de nombres de 


E*, Posons 
f(@, 2:12 Œns 0) =" (di, :: 5: je 


Si @ n’est pas définie sur cette combinaison, on admet que f (œ1,... 
.. En, 0) ne l’est pas non plus, de même que f (œ1,.. ., Œn, y) pour 


*) Certaines des variables de œ et sont susceptibles d’être absentes. 
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tout y. Dans le cas contraire on admet que 
Flirt Ge vs sas mn 0 Pa 33..0:0)) 


Si le second membre n’est pas défini, on admet que f (œ1, .. ., &n, 1) 
et f (au, . . ny y) ne sont pas définies pour tout y, y > 1, etc. 
Au bout d’un nombre fini de pas, soit nous déterminons f (cu: . 


.., Uns An+1), Soit nous établissons que la fonction f n’est pas 
définie sur cette combinaison. 


Ce raisonnement montre que si f (@1, . . ., On, Œn+1) n'est pas 
définie, alors la fonction f (æ&,, . .., &«,, B) ne le sera pas non plus 
pour B=> «,+,. S'agissant de la fonction f on dira qu’elle a été 
obtenue à partir des fonctions @ et 1 par une récursion primitive. 


Exemple 7. Montrons que la fonction f (x, æ>) — x, + x, peut 
être obtenue par une récursion primitive à partir de fonctions calcula- 
bles élémentaires. 

En effet 


Ï (ts 0) =T, (Zi); 
f (ta 7 1) =S (f (xs, y))e 
Remarque. L'opération Rp permet d’introduire des variables 
inessentielles pour toute fonction @ (x, ..., æ,), plus exactement 
Tire DS dede a) 
lisa ms ED os 0) 
L'opération de minimisation se définit comme suit. Soit p (x1,... 
> Tn-1r En) Une fonction quelconque de PX,. Formons la fonction 
f (&i, + ., Tn-1» Zn) au moyen de l'opérateur de minimisation 
Î  . Tn) — My (p (z1, ee.) Tn-19 y) + Tn)s 
ce qui signifie que pour toute combinaison (œ,, . . ., &n) On compose 
l'équation 
Didi 427 Den ll. 
a) S'il existe un y de £* qui est solution de cette équation, on 


prend la plus petite des solutions et on la désigne par u,. Si les 
valeurs 


Ds Gun 0) 2 Des Dan re 1) 
sont également définies, on admet que 
f (cu, ..) n-11 On) — Uy. 


b) Dans le cas contraire, c’est-à-dire lorsque ou bien l'équation 
ne possède pas de solutions, ou bien l’une au moins des valeurs 
, rpg: 
P (us + +, An1, 0), . . ., P (ous + + +, An1, My — 1) n'est pas défi- 
nie, la fonction f (&,, . .., «,) ne l’est pas non plus. 
9—0382 
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On dit de la fonction f qu’elle se déduit de @ par minimisation. 
Exemple 8. Soit o (x) = x + 1. Définissons au moyen de l’opé- 
ration u la fonction f (x): 


f (x) = ny (pG) = x). 
Il est évident que 


(= | 


n’est pas définie pour zx—0, 
xz—i pour æ>0. 


Ces opérations permettent de former les trois systèmes fonction- 
nels suivants. 

I. L'ensemble P,, de toutes les fonctions que l’on peut obtenir 
à partir du système de fonctions 40, S (x), 17 (21, ..., tn), 1 
Z<m<n, n = 1, 2, ...} par les opérations S, Rp et u, appelé 
classe des fonctions partiellement récursives. 

IT. La classe des fonctions récursives, c'est-à-dire l’ensemble P, de 
toutes les fonctions partout définies de P;». 

IIT. La classe des fonctions récursives primitives, i.e. l’ensemble P, 


de toutes les fonctions que l’on peut déduire du système {0, S (x), 
I (x, ..., 4n), 1 mn, n—=1,2,...} par les opérations S 
et Rp. 


Il est évident que 


p 
Prp=PrSPprSPx,. 


L'exemple précédent montre que la classe P,, est essentielle- 
ment plus large que la classe P,.. On montre que la classe P, est aussi 


essentiellement plus large que la classe P,,. 
Considérons des exemples de fonctions récursives primitives. 


Considérons les fonctions 


Sg (x), Sa), [5], 2°, im et in 
où 
O0 pour z—0, — 1 pour æ=0, 
4 pour xÆ0, 0 pour rx Æ0, 
(4) pPOUT Li Lo) 


T — Lo = 
- Ti—To POUT TZ Lo. 


Les fonctions Es , 2* et z,-x ont leur signification habituelle, 


c'est-à-dire partie entière de S exponentielle et multiplication. 
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Leur récursibilité primitive découle des relations suivantes: 


Sg (0) —0, Sg (0) = 1, 
Sg(z+1)=1, Sg (x+1)=0, 

x,-0 =0, 2°=1, 

Li (22 +1) = rite + xs, 2e 22e 
La constante 1 s'obtient par superposition de 0 et de S (x); x, + xs 
est récursive primitive, 2x s'obtient à partir d'elle par superposition 
0—1—0, x, —0— 2, 
PR PRE 


0 
Lr]=0 
x 17 . x 
[-J=:- [>], 
où x, +— 1 est une fonction auxiliaire. 
Les fonctions récursives primitives données permettent de cons- 


truire beaucoup d’autres fonctions récursives primitives. Par exem- 
ple, f (x1,..., x), qui est nulle sauf en un nombre fini de points en 


lesquels ses valeurs appartiennent à Æ£“°, est récursive primitive. 
En effet, soit 


Fi 8) | 


et BiEENo(i—1,...,s). 
Considérons les fonctions j; (x), où 


j; «= | 


» 





Bî pour (x, ...,æ,)—=(ai, ..., ai) (i—1,...,s) 
O0 dans les autres cas 


1 pour x —i, 
EE Te 
0 pour x Æi, 
Il est évident que 
j, (x) = Se (x = (i—1))-Sg(x + i) pour i0 et 
jo (x) = Sg (x). 
Posons 
| L''pour (is sm) ss) 
Ji, ..., à, (Wu an) = | 1 n) (i n) 
O0 dans les autres cas. 
On a 
finis Gi ces En) = fa (ti)... je, (an), 


FOR +) 2 Pics. ai (ri ses 
1—= 


1 
9 # 
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La dernière expression est l’analogue du développement en une 
forme normale disjonctive. 

Remarquons en conclusion que les opérations S et Rp appliquées 
à des fonctions partout définies donnent des fonctions partout défi- 
nies. Il s'ensuit que la classe P, est fermée pour ces opérations. 

Nous allons maintenant étudier le lien existant entre les classes 
Peai et Por, et de façon plus précise établir l'identité de ces classes. 


$ 24. Fonctions calculables et opérations S, Rp,u 


On se propose d'étudier ici les propriétés des opérations S, Rp 
et u sur les fonctions calculables. 

Comme pour les systèmes fonctionnels précédents nous considére- 
rons les fonctions f (x1,...,æ,) aux variables inessentielles près, plus 
exactement à des variables inessentielles d’un type spécial. Ceci est 
dû au fait que la fonction calculable f (x,,..., x,) est définie sur un 
ensemble Æ; qui n’est pas nécessairement confondu avec l’ensemble 


de toutes les combinaisons (&,,..., &«,) de nombres de £%, Dans ce 
cas si l’on traite une variable inessentielle, par analogie avec les 
fonctions de P;,, comme une variable dont la fonction ne dépend pas 
pour les combinaisons de Æ;, on se heurte à certaines difficultés. Par 
exemple, l'élimination des variables inessentielles peut ne pas se 
faire d’une manière unique. (Voir raisonnement correspondant pour 
les fonctions non partout définies de P;, dans le chapitre 3.) Pour 
cette raison, on dira qu'une variable x; d'une fonction f (x,, ..., x) 
de P.41 est inessentielle (au sens strict) si: 1) Æ'}; est cylindrique par 
rapport à x; ; 2) f ne dépend pas de x; sur les combinaisons de ÆZ;. 

Explicitons l'élimination d'une variable inessentielle (voir pa- 
ge 11). Supposons par souci de simplicité que x, est une variable 
inessentielle de la fonction f (x, . . ., x,). Par définition, £'; est un 
ensemble cylindrique par rapport à x,, et f ne dépend pas de +, 
sur les combinaisons de £;. Considérons une fonction g (x1,..., Zn 1) 
de domaine de définition £', telle que: 

1) Æ, soit la projection de £; sur le sous-espace (x, . . ., Zn); 
ceci, en vertu de la cylindricité de Æ}; par rapport à x,, est équivalent 
à la condition (ao, ..., @_41) € E, si et seulement si pour tout 
Un Ê he, (1, ...) Œn-1 Qn) CE£;; 

2) pour tout (@1, . . ., Œn-1) de E, 


SZ (As + Cn -1) — Î (1; y Xn=1) 0). 
On introduit une variable inessentielle de la manière suivante. 


Soit f (x1,..., x) une fonction calculable de domaine de définition 
E;. Considérons une fonction À (x, . . ., zn, tr+1) définie sur £; et 
telle que : 


4) £, est un cylindre par rapport à 2,41 de base E';, c'est-à-dire 
que (@y, « : .» On, Un+1) € En Si et seulement si (a, ..., «) € E;; 
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2) pour tout (@1, ..., On, Gn+1) € Eh 
h (1, ... e) An) Gr) Sa Î (1, . Un). 


Lemme 6. Si l’on ajoute ou élimine des variables inessentielles 
d’une fonction calculable on obtient une fonction calculable. 


Démonstration. Prouvons ce lemme sur des cas particuliers. 

a) Supposons que £ (21,..., Zn) Se déduit à partir de f (x,,... 
..... Tn-11 Ln) Par élimination de la variable inessentielle x,. Consi- 
dérons la conversion 


code de (@1, ..., @n.1)—> code de (œ3, ..., @n-1, 0) —+ 


— code de f (ay, ..., Gn-1, ON. 


La machine de Turing correspondante calcule de toute évidence la 
fonction £g (Zy, . . ., Xn-1). 

b) Supposons que (x, . . ., Zn, Zn+1) a été déduite à partir de 
f (X1, - . ., x,) par adjonction de la variable inessentielle x,+.,. Con- 
sidérons la conversion 


code de (œ1, ..., &n, Gn+1) + code de (æ&, ..., &n)— 


— code de f (æ&, . . ., Ane 


La machine de Turing correspondante calcule la fonction À (x,,... 

*) Tn) Tn+1). - | 

Le cas général se ramène, au moyen d’un corollaire du lemme 
suivant, à ceux que nous venons de démontrer. 

Lemme 7*). Si 

M sem) os en ne ee be sn) 
sont des fonctions calculables, alors la fonction 

Î Cr (1, RE En) CR Îm (Z1, ++ 3 Tn)) 


l'est également. 


Démonstration. Considérons la conversion 


*K14:14:K 24 34,0. 
K, convertit le code de (œ,,..., «,) en le code (m + 1)-multiple 
de mot tampon U — 0. ..01. Il est évident qu’on obtient des codes 
1 
m+ 


*) Dans la démonstration du lemme, il est essentiel que la fonction cal- 
culable soit réalisable par une machine qui la calcule correctement. 
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coïncidant avec le code de (æ;,..., «,) dans les m premiers réseaux 
de pas m + 1, ct une zone d'unités dans le (m + 1)-ième réseau. 


A, convertit le code de (œ@1, ..., &,) en 
le code de f, (œ1, . . ., &,) sur le premier réseau, 
le code de f, (@1, . . ., &,) sur le second réseau, 


le code de fm (@1,. . ., &) Sur le m-ième réseau 
et affiche {1 partout dans Le (m + 1)-ième réseau. On effectue cette 
conversion en utilisant m fois les machines simulant le calcul des 


fonctions f;(x1,...,æ2n)(i—1,...,m) (voir corollaire 4 du lemme 1). 
A, procède à un « tassement » des codes des f; (1, . . ., &,) sur 
les réseaux à (i = 1,..., m). Pour cela on trouve dans le (m + 1)- 


ième réseau l’unité gauche et on se déplace à gauche d'elle de 3m + 2 
champs *). On accède ainsi au premier réseau et on déplace le code de 
f1 (ou, - « -, &) vers ce champ (on simule une machine effectuant une 
translation à gauche). Ensuite, du champ qui contient l’unité gauche 
dans le premier réseau, on se déplace d’un champ à droite et on se 
trouve dans le deuxième réseau. De façon analogue, on déplace le 
code de f, (@, . .., &,) vers ce champ, etc. Après le transfert du 
code de fm (a, . . ., &,) dans le m-ième réseau, l'œil observe l'unité 
gauche du m-ième es On efface la région du (m + 1)-ième 
réseau située à gauche de ce champ et on retourne à l’unité gauche 
sur le premier réseau. Ceci nous donne un code réticulé de paramètre 
s—= m + 1. 

K, convertit le code réticulé en code principal. 

A; efface la (m+1)-ième zone du code principal et fait revenir 
l’œil de la machine à l’unité gauche. La bande affiche ainsi le code de 


(1 (cu, sa" 3 An); Fr «7e ee (ct, + © ie 
À, convertit ce code en le code de. F5 (os he 


? Îm (ce: “en # Cn)). 

Il est évident que cette conversion est réalisable si et seulement 
si la valeur de f (f1, . . ., fm) est définie. De fait, on utilise ici la 
calculabilité correcte des fonctions f, f,, . .., fn par les machines. 

Donc, la machine qui réalise cette conversion est la machine 
cherchée. Ce qui prouve le lemme. 

Corollaire 1. Soit (; So 


| | une permutation quelconque. 
l, lo . ln 


Alors 
FLE tas +. ms LE (dus + Æm)s es LE (Aus +++, Em))= 
= f(ti,s ss Ti): 


« 


*) L'unité gauche du (m + 1)-ième réseau peut se trouver à m champs 
à droite de l'unité gauche du premier réseau. 
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Ceci signifie que la fonction déduite à partir d’une fonction calculable 
par permutation des variables est calculable. 


Corollaire 2. Le lemme 7 se généralise aisément au cas où les fonc- 
Lions f1, : « «+, Îm € dépendent pas de toutes les variables x, . . ., Zn. 


On obtient ceci par adjonction de toutes les variables inessentiel- 
les manquantes (lemme 6) aux fonctions f1, . . ., fm et par application 
du lemme 7. 


Théorème 1. La classe P,,1 est fermée pour la superposition. 


Démonstration. Elle repose sur le lemme 7 et sur le fait que la 
fonction identique J; (x;) appartient à la classe P,,1 (voir remar- 
que 2 page 16). | 

L'étude des opérations Rp et u passe par l’analyse et la con- 
version de codes situés dans des réseaux de pas /. Considérons de ce 
fait trois opérateurs que l’on peut caractériser comme suit : 

l'opérateur p- (B, B’) compare deux nombres $ et B (B=> B') 
situés dans deux réseaux : 


1 e 
PB. B= Ge Dee 


0 pour f=f; 


l’opérateur T (i, j) transfère (sans l’effacer) Le code principal du 
i-ième réseau dans un réseau « vide » d'indice }j; 

l'opérateur 7’; (i, j) déplace (en l’effaçant) le code donné d’un 
nombre f du réseau à dans le réseau j et le dispose à un champ vide 
à gauche du code principal. 

Dans la suite, on étudiera des réseaux de pas 3 et 4. Plus bas on 
démontre des lemmes pour des réseaux de pas 4 et pour des valeurs 
spéciales des paramètres & et j. Pour les autres cas ces propositions 
se démontrent de façon analogue. 


Lemme 8. Supposons que l'opérateur p- (f, BP’) compare des 
nombres B et B° (B=> B') contenus respectivement dans le premier et le 
second réseau, l’origine du code de "se trouvant dans le champ contigu 
à droite de celui qui contient l’origine du code de f. Supposons qu'à 
l'instant initial et à l'instant final l'œil observe le début du code de 6. 
Supposons enfin que la machine ne change pas tout l'enregistrement de 
la bande et S’arrête dans l’état x” si p> — 1 et dans l'état n°” si p- = 0. 
Il existe alors une machine de Turing réalisant l'opérateur p- (B, B'). 


Démonstration. Considérons le tableau 36. Il est évident que 
cette machine s'arrête pour B => B” dans l’état x, et pour B = 
dans l’état x. Pour construire la machine cherchée il est nécessaire 
de décaler l’œil de la machine donnée à l’état initial. Ceci démontre 
le lemme. 
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Tableau 36 


OR44 ORx: 
1Rx | Rx, | 1Rx, | Rx, 





Lemme 9. Supposons que T (2, 3) transfère (sans l’effacer) le code 
principal du deuxième réseau dans le réseau « vide » de numéro 3. Ceci 
étant l'œil observe l'unité gauche du code principal dans le deuxième 
réseau à l'instant initial, un champ du deuxième réseau à l'instant final 
et l'enregistrement n'est pas modifié dans les autres réseaux. On peut 
alors construire une machine de Turing réalisant l'opérateur T (2, 3). 


Démonstration. Considérons le tableau 37. Il définit de toute 
évidence la machine qui réalise 7 (2, 3). Après le transfert la machine 
s’arrête sur le deuxième réseau à droite du code principal dans l’état %o. 
Ce qui prouve le lemme. 


























Tableau 37 
| #1 K2 H3 HA #5 HG #7 Hg H9 
0 1ARxs | ORxa | OR; | ORX; | ORXx, | ORxg | 0RH 
1 1RHe 1Rka | 1Rus | 1S%H: LRrg | 1RHo | 1SH: 


Lemme 10. Supposons que l'opérateur T; (3, 1) transfère le code 

de f (une zone d'unités) du troisième réseau dans le premier et le dispose 
à un champ vide à gauche du co- 

de principal. Ceci étant, à l’ins- 

__  T {ant finitial, l'œil observe l'unité 

COUE gauche du code principal inscrit 
Z dans le premier réseau, à l’ins- 

code tant final l'unité gauche du code, 

3 construit dans le premier réseau, 

efface le troisième réseau et ne mo- 

4  difie pas l'enregistrement du code 

 - principal dans le deuxième réseau. 

ZONE Q'UNÈTES Supposons par ailleurs que le 
Fig. 30 quatrième réseau contienne à l'ins- 
tant initial une zone d'unités 

qui englobe tous les champs de ce réseau dans les limites des codes des 
trois premiers réseaux (fig. 30), et qu’à l'instant final le quatrième 
réseau affiche une zone d'unités englobant aussi tous les champs du 


code 
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réseau mais dans les limites des codes construits sur les trois premiers 
réseaux. Alors on peut construire une machine de Turing réalisant 
l'opérateur T} (3, 1). 


Démonstration. 1) L'opérateur D (a — 1*Oa) place les symboles 
10 dans le premier réseau à gauche du code principal. 

2) On se déplace d’un champ à gauche (opérateur ZL.) et on accède 
au quatrième réseau. 


3) L'opérateur Lry trouve l'extrémité gauche de la zone d'unités 
dans le quatrième réseau. 

4) On se déplace d’un champ à gauche (opérateur Z,;) et on accède 
au troisième réseau. 


5) L'opérateur Zzrr1 trouve l’extrémité gauche du code de f dans 
le troisième réseau (déplacement à droite). 

6) On analyse le début a’a”’ du code dans le troisième réseau en 
calculant le prédicat 


5 (a’, a) = | 


Si p = 1, alors: 

7) On efface le symbole a’ avec l’opérateur Orrr (a”). 

8) On se déplace d’un champ à droite (opérateur R.,), on accède 
au quatrième réseau. 


O0 pour a”—0 
1 pour a”—1. 


9) L'opérateur Rry trouve l'extrémité droite de la zone d'unités 
dans le quatrième réseau. 

10) L'opérateur R, réalise une translation d’un champ à droite. 

11) En se déplaçant à gauche dans le premier réseau, on y trouve 


(opérateur Lr) l'extrémité gauche du code. 


12) L'opérateur D (a'—+ 1*a) inscrit encore une unité à gauche de 
ce code dans le premier réseau. Ensuite on revient à l’opérateur 2). 


Si p = 0, alors 

13) On efface le symbole a’ avec l’opérateur Oyrr (a”). 

14) On se déplace à droite (opérateur R,) de deux champs et on 
aboutit au premier réseau. 


15) On cherche (opérateur L:) l’extrémité gauche du code prin- 
cipal dans le premier réseau et on s'arrête. 

On admet que tous les opérateurs de simulation affichent des uni- 
tés dans les limites de la zone de travail du quatrième réseau. 

Le circuit opératoriel pour T,(3, 1) est de la forme 


«8 -10a) LEylrbmo aa") One Ra kPa — l'a) Om (a) Roi, & 


Ce qui prouve le lemme. 
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Théorème 2. La classe P,,1 est fermée pour l'opération Rp. 


Démonstration. Supposons qu’une fonction f (x, . . ., Zn, Xn+1) 
est définie à partir des fonctions calculables @ (x, ..., x,) et 
Ÿ (Ty, + + +, Tns Tnt1. Ln+e) à l’aide de l'opération Rp au moyen du 
schéma 


PE D) UE Er À 
f (1; ss Th; y +1) = (x, ces Xns Ü; f (4, ss Lno y)). 


Montrons que f(x, . .., Æn, Æn+1) € Peax Au lieu de ce schéma 
considérons le schéma suivant 


FD sise 0)=Dr; 2): 
f (ti, ee 7 Th) y+1)= 4%" (f(x, RUES Th y); Li; e:;9 279 Th) y), 


« 


ou 
Ÿ” (Ge, Lys ee + Tn) Tn +1) = Ÿ (Zi, ss ns Tn+1) Lio)s 


D'après le corollaire 4 du lemme 7 on a Ÿ’ € Pour. 

4) L'opérateur X, convertit le code de (œ«, ..., &,, B) en un 
code quadruple de mot tampon U — 0001. Le code obtenu se décom- 
pose à l’aide des quatre réseaux de pas 4 en trois exemplaires du code 


code de (@,,..., y, R) 
cone de (d,,..., Up, BB) 
code de (&,, .…., Up, À) 
zone d'unités 





Fig. 31 


de (@&1, .. ., Gn, f) situés dans les trois premiers réseaux et en une 
zone d'unités dans le quatrième réseau (voir fig. 31) située dans les 
limites des codes des trois premiers réseaux. 

2) L'opérateur ® remplace dans le deuxième réseau le code de f 
par celui de 0, efface le code de B dans le troisième réseau et stoppe 
sur l’unité gauche du troisième réseau. Le deuxième réseau affiche 
alors le code de (œ,..., &«,, B') avec B” = 0, et le troisième réseau, 
le code de (œ1, ..., @). 


9) L'opérateur Àe calcule ® (œ1, ..., &,) dans le troisième 
réseau. 

4) L'opérateur À, cherche l’origine du code de f dans le premier 
réseau. 
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9) L'opérateur p= (6, 8") (=> B’) compare les codes des nombres 
B et B’ situés dans le premier et le deuxième réseau et à l'instant 
final l’œil observe l’origine du code de $. 

Si p- = 4, alors 

6) L'opérateur Z cherche l’unité gauche du code dans le pre- 
mier réseau. 

7) L'opérateur T',; (3, 1) transfère le code de f (4, . .., an, 0), 
qui est égal à celui de @ (æ1, . . ., &«,), du 3-ième réseau dans le pre- 
mier, le dispose à un champ vide à gauche du code principal, efface 
le code de f dans le 3-ième réseau et observe l’unité gauche du code 
principal construit dans le premier réseau, c’est-à-dire le code de 
(?; Os - + +; n: B). 

8) L'opérateur Zr, cherche l'unité gauche dans le 2-ième réseau. 

9) L'opérateur T (2, 3) transfère le code principal du 2-ième ré- 
seau dans le 3-ième (qui est vide) et arrête la machine dans un champ 
du 2-ième réseau. 

10) L'opérateur Lys cherche l'unité gauche du code dans le 
3-ième réseau. 

11) L'opérateur 7';(1, 3) transfère le code de f du premier dans le 
3-ième réseau, le place à un champ vide à gauche du code principal 
(variante du lemme) et affiche Le code de (f, &,..., æn, B') dans le 
3-ième réseau. À l'instant final l’œil observe l’unité gauche de ce code. 


12) L'opérateur AS calcule le code de 1” (f, &1,..., a), B') dans 
le 3-ième réseau. On obtient 


f (œ, DRE Œns B" + 1) = (f, Qi» FN, 2 ns B'). 


13) L'opérateur F4 (6°, 1) ajoute une unité au code de $” dans 
le 2-ième réseau et s'arrête sur un champ du 3-ième réseau. On passe 
ensuite à l’opéraleur 4). 

Si ps; = 0, alors 

14) L'opérateur 0 (1, 2, 4) efface les réseaux 1, 2, 4 dans les limi- 
tes de la zone d'unités du 4-ième réseau et stoppe sur l’unité gauche 
du 3-ième réseau. 

15) L'opérateur K, convertit le code quasi principal dans lequel 
tous les mots tampons sont vides en le code principal. On obtient le 
code de f (41, . . ., Œn, B). 

Les opérateurs 1) à 13) sont choisis de manière à ne pas modifier 
l’enregistrement des autres réseaux et à ajouter des unités dans la 
zone de travail du 4-ième réseau. 

Le circuit opératoriel est de la forme: 


re 


RE , r 7 ue 
KO, AP BA) Le GNT Sn, (42)Âg 0e GE LE! 1)P0 Vo 4)K, & 
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Ce qui prouve le théorème. 

Remarque. Dans la démonstration du théorème on se sert en 
fait de la propriété suivante du domaine de définition de la fonction 
f (Æy, . .., Anar): Si f (@, . . ., An, Gn+1) n’est pas définie, alors 
1 (@1, . .., an, B) ne l’est pas pour B> œh41. 


Théorème 3. La classe P,:1 est fermée pour l'opération 1. 


Démonstration. Soit @ (x1,..., Zn.-1, 4) une fonction calculable. 


Montrons que la fonction f (x, ..., x»), où 


Î (tr: . &) — Uy (p (Z1, ..) Tn-1s y) ni 2h) 


est calculable. 
Considérons la fonction auxiliaire 


p (y, Lys Xp) 7 P (T1: .... Ln-1) y). 


Le corollaire 1 du lemme 7 nous dit que la fonction œ’ est calculable, 

1) L'opérateur K, convertit le code de (&,, . .., &,) en un code 
triple de mot tampon U — 001. On obtient un code qui est divisé 
par trois réseaux de pas 3 en deux exemplaires du code de (œ1,...,@) 
situés dans les deux premiers réseaux et une zone d'unités dans le 
3-ième réseau située dans les limites des codes des deux premiers 
réseaux. 


2) L'opérateur D; rr (a — 1Y0a) inscrit le code de 0 à gauche 
des codes principaux dans le premier et le deuxième réseau. 

3) L'opérateur Or (&,) efface la dernière zone, c’est-à-dire le 
code de «,, dans le deuxième réseau. 

4) L'opérateur 4,4: calcule @” (0, &1, . . ., &, 1) dans le deuxième 
réseau. 


9) L'opérateur À, « tasse » les codes dans le premier et le deuxiè- 
me réseaux, c’est-à-dire les dispose de telle sorte que l’extrémité 


code principal 


/-er réseau 


ee 4 //4 
code 


Fig. 32 


droite du code de ®” se trouve dans le champ qui suit immédiatement 
celui qui contient l’extrémité droite du code principal dans le pre- 
mier réseau (voir fig. 32). 

Le tassement des codes peut être réalisé de la manière suivante : en 
parcourant le troisième réseau on arrive à l’extrémité droite de la 
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zone d'unités puis on se déplace de 9 champs vers la droite et d’un 
champ vers la gauche. On arrive ainsi dans un champ du deuxième 
réseau, champ dans lequel on transfère la zone d'unités (code de œ) 
{voir exemple 5). Ensuite on se rend dans le champ contigu à gauche 
de l'extrémité droite du code de ®”, on se retrouve dans un champ 
du premier réseau, champ dans lequel on transfère le code principal 
(généralisation de l’exemple 5). 

6) L'opérateur p= (p’, «) compare les codes de op” et de a, qui 
sont contenus dans le premier et le deuxième réseaux (on utilise un 
programme analogue à celui du lemme 8): 

Si p —= 4, c’est-à-dire o = «&,, alors: 

7) L'opérateur 0 (2) efface le deuxième réseau. 


8) L'opérateur F4 (y, 1) ajoute une unité au code de y dans le 
premier réseau. 

9) L'opérateur T (1, 2) transfère le code du premier réseau dans 
le second et revient à l’opérateur 3). 

Si p = 0, c’est-à-dire o = &,, alors 

10) L'opérateur 0 (2, 3) efface les réseaux 2 et 3. 

11) L'opérateur 0 (1) efface toutes les zones d’unités du premier 
réseau sauf la première. 

12) L'opérateur K, convertit le code quasi principal en code 
principal et stoppe la machine. 

Le circuit opératoriel est de la forme 


/ Ft hd [ad 
“7 P, ra /0a) Or (t,) Ag Ab (y',))0(2À (y, TUE 0@3)0(1)K, © 
a 


Lorsqu'on réalise des opérateurs il est nécessaire de tenir compte de 
leur compatibilité et de ce qu'ils doivent afficher des unités dans la 
zone de travail du 3-ième réseau. Ceci prouve le théorème. 


Remarque. Dans la démonstration du théorème on utilise en 

principe le fait que si l’une des valeurs @ (œ, . .., œn.-1, 0), . .. 

er P (Os + + +; On-1: My — 1) n’est pas définie, alors f (&1,.. ., &n) 
ne l’est pas non plus. 


Théorème 4. La classe P,,1 est fermée pour le système d'opérations 
R = {S, Rp, nu} 


Corollaire. Pr © Poate 
Ce théorème permet d’établir qu’une fonction est calculable sans 


passer par la construction d’une machine de Turing maïs en prouvant 
qu'elle est partiellement récursive. 
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Exemples: a) De nombreuses fonctions récursives primitives 
ont été construites à la page 130. D’après le théorème prouvé, elles 
sont aussi calculables. 

b) Soit f (x) = 2°. Il est évident f € P,,, puisque 

f(0) =0, f(x +1) = f(x) + 27 +1. 


Donc, f € Peau. 


$ 29. Formule de Kleene. Récursivité partielle des fonctions 
calculables. Exemples de systèmes complets 


Nous allons commencer ce paragraphe par l’établissement de Ia 
récursivité primitive de certaines fonctions. 
4. Soit p (x) le nombre de digits d’un nombre binaire x. Il est 


évident que 
p (0) —1, : 
p(x+1)=p (x) +Sg (20% + (x +1)). 
Donc, p (x) € Pr. 
2. Soit 0, (xz1, . .., 2) un entier naturel dont la représentation 
binaire est: 


+ 


: D US ES SE 


on, mm nn, mm ms 
Xa +1 Xo+i Xn+i 


La récursivité primitive se prouve par récurrence Sur ñn: 
Ù4 (0) en : 9 
V4 (rs +1) = 20, (xs) +1, 


Do (bises de m0) = 40e ts. de) ete 
n (Dis cs Ln-1) zx, +1)=28, (1, ..) Ln-1: Zn) +1. 


3. Considérons la fonction x (x,, x.) (voir tableau 38). Cette 
fonction s'appelle fonction de Peano et sert à numéroter tous les 


couples (œ&,, &) de nombres de E*. Il est évident que 
x (tu, Lo) = Gt #9) Gite to Lt | (t1 + Ta) Gtet9 | LT 
c’est-à-dire qu'elle est récursive primitive. 


4. Les fonctions À (x) et u (x) sont reliées à la fonction de Peano 
x (z1, x). Supposons que À (x) = x (0, x) — Eee , c'est-à- 
dire que la fonction À (x) est définie par la première ligne du tableau 
38 pour n. Donc À (x)E€ P;2. 
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Définissons la fonction u (x) à l’aide du tableau 39. On voit sur 
ce tableau comment sont reliées x, À et 1: les valeurs de la fonction x 


Tableau 38 


o Jolilsls] 
ni falalr}. 
Ca [sls). 
Li 
Er 





parcourent ÆŸ et sont divisées par les diagonales (x, + x, = c) 


en portions finies ; si & (« € E“°) est une valeur arbitraire du tableau 
pour x, alors u (œ) représente le numéro c de la diagonale sur laquelle 


Tableau 39 





se trouve « et À (u («)) est le plus petit des nombres de Æ£Ÿ situé 
sur cette diagonale. 
D'après ce qui précède on a 


(0) = 
p(c+1)= nu (x) +88 {u (x) + (x + A (u(x)))}. 


Donc, u (x) € Pin. 

9. Soit (41, &,) un couple quelconque. Alors y = x (41, æ&,) est 
son numéro. Désignons par Z (x) et r (x) les fonctions qui définissent 
les composantes a, et «, du couple (æ;, «.) d’après son numéro #. 
Ainsi, { (y) = «à, et r (y) = @&.. Ges fonctions vérifient les identités 


n (x), rt)æ=zx, l(n(x m)) =, r(n (tm, à)) = 2. 
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Comme 
l(t)=x<A(u(x)), r(x)=u(x) —1(x), 
alors L'(x), r (x) € Pin. 

Les fonctions x, L et r peuvent être généralisées au cas de 
plusieurs variables. Le fonction de Peano 4 (21, . . ., x.) définit le 
numéro d'un s-uple (œ1, ..., &s) de nombres de Æ“, quant aux 
fonctions £1 (x), . . ., & (x), elles définissent les valeurs de ses compo- 
santes, c'est-à-dire les nombres &:, ..., &,, d'après le numéro du 
s-uple (ay, . .., &s). 

Pour s — 3, ces fonctions sont définies comme suit : 


T3 (T1 Lo; T3) — I (T1 JT (Z2 T3)) 


Hz) =1(x), Ba) =1(r(a), t3(x) = r(r (x). 
Il est évident que 


T3 (l1 (x), La (Z), La (x) = à, 1 (Hs (trs Lo, L3)) = Lu 
La (Ta (Lis Los La)) = Los te (Hs (Lis Los L3)) = Tac 


De la définition il s’ensuit que ss (21, Zo, Zs), E1 (&), fo (&), Fa (X) 
appartiennent à P,, 

Pour la suite de l'exposé nous aurons besoin d’une méthode de 
construction des fonctions. 

Supposons que x = (%1,. . ., 2) et que les fonctions f, (x, y),... 

., fs (&, y) sont définies à l’aide du schéma de récursion primitive 
simultanée : 


f fa (x, 0) = p; (x) 


9 + ee ee ee ee ee 


fe (x; 0) = p, (x) 
hi Ce, y+1)= (x, y, fix, y), ..., f(x, y)), 


Le y +1) =, (x, U; fa (x, y); “05 Je (ls y)); 


qui est une généralisation naturelle du schéma de récursion primitive. 
Utilisons ce schéma pour le cas où 1, . . ., Ds, V1, . . ., VW, Sont récur- 
sives primitives. Montrons que ces fonctions peuvent être déduites 
à partir des fonctions 4, .. ., Pns Vas + - -, D, ainsi que des fonctions 
récursives primitives fs, £y, + - «, 8 Par une superposition et une 
récursion primitive. 

Considérons la fonction 


Î (x, y) — Îs (a (x, y), de Je (Te y)); 
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ON à 
fG, 0) =mfi(x, 0), ..., f(x, 0)) = ne (px), - +, ps (x) 
JG, y += ns (GG, y +1), ..., fe y +1)) = 
— Ts (Ÿ1 (x, y; Ja (x, y),  . Îs (x, y)), DRE Ÿs (x, y; fi (x, y), . 
fs (&, ÿ))) = Ts (1 Ce, y, À (f(x, y)... ., 8 (f (æ, y))), - .. 
., Ver, Y, 1 ( (x y)), . . ., E (x, y)))) — d (x, y, f (x, y)); 


« 


ou 
Ÿ (x, y; 2) — Îs (Pa (x, y, L (2), RTE (z)), ss 
es Ps (&, y, É1(z), - . ., Es (2)))). 


Donc, la fonction f (x, y) peut être obtenue par une récursion primi- 
tive à partir de nt; (P1, . . -, p) et de Ÿ, c’est-à-dire que f (x, y) € P;». 
Par aïlleurs, 


f1 (x, y) = l (f (x, y)); seule (x, y)) = À, (7 (x, y)), 


donc, jf, (x, y}, . .., f. (&, y) € Pin. 

Prouvons maintenant le théorème de représentation d’une fonc- 
tion calculable (donc de toute fonction partiellement récursive) 
par des fonctions récursives primitives sous une forme spéciale 
(analogue du théorème de Kleene). 


Théorème 5. Pour toute fonction calculable f (x;, ..., x,) ül 
existe des fonctions récursives primitives F; (x,,...,%n, y)et G;(x1,... 
.) Tn, U), telles que 


ss 2) PA ec 22. di (Gr ns. sms uv) = 0): 


Démonstration. Soit f(x, ..., x,) une fonction calculable 
quelconque que nous noterons!brièvement f (x), où x = (21, . . ., æh). 
Considérons la machine de Turing qui calcule cette fonction correc- 
tement. Soient 7 un programme de la machine et x,, . .., x. des 
états de la machine. Introduisons un nouvel état x, (le symbole x, 
est différent de x,, ..., %-) et complétons le programme 7 en 
remplissant toutes ses cases vides, ainsi que les cases de la colonne 
associée x, de la manière suivante: si une case vide appartient à la 
ligne a, on y inscrit l'instruction aS%x,. Soit T” Le programme obtenu. 
Si l’on convient que la machine correspondant à T” fonctionne comme 
la machine initiale à la seule différence qu'elle stoppe dès qu’elle se 
trouve dans l’état %x,, alors elle calculera la fonction f comme la 
machine initiale avec le programme T7. 

Considérons à l'instant £ la bande de la machine T” et repérons sa 
zone de travail, c’est-à-dire l’ensemble composé des champs inspectés 
par l'œil et des champs dans lesquels a été inscrit le code initial de x. 
Le champ observé par l'œil à l’instant £ divise la zone de travail 


10—0382 
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en deux parties: la partie gauche £}; et la partie droite 3, (voir 
fig. 33). La portion Z; est située à gauche du champ observé à l’in- 
stant #, @, contient tous les autres champs de la zone de travail. 
Soient f, un entier naturel enregistré en binaire dans les champs 
de £ ;, f, un entier naturel enregistré en binaire dans les champs de 7; 
dans le sens droite-gauche. Il est manifeste que 


fa — Ja (2°, t), fa + fo É d), 


où x’ est un entier naturel dont la représentation binaire est confon- 
due avec le code initial de x lu de droite à gauche. 


L} À 4 
l —"ñ— < 


zone de travail 
Fig. 33 


Soit f3 (x’, €) le numéro de l’état à l'instant £, x’ étant un entier 
naturel caractérisant l’enregistrement à l’instant initial. 

À l'instant initial £ — 0 on a Z,; — A (vide), Z; est confondu 
avec l’ensemble des champs occupés par le code principal. Donc 


f(x", 0)— 2", 
fa (z”, 0) = 0, 
fa(a", 0) —1. 


Par ailleurs, il est évident que 


fa (a, EH) = pi (fa (x, t), f(x”, t), f(x”, t)), 
fa (z”, +1) = 1 (fa (a t), fo (2 t), Î3 (z”, t)), 
fa (2, L HT) = Ÿs (71 (2, €), fa (x, t), fax”, t)). 


En effet, sachant les nombres f, (x”, £), f,. (x',t) et f4(x’, t) à l’instant £, 
on trouve le nombre observé par l’œil à l'instant £: ce sera le plus 
faible poids de la représentation binaire de f, (x, t), et l’état de la 
machine de numéro j;,(x", t). Ces deux quantités nous permettent 
à l’aide du tableau 7° de trouver la nouvelle valeur de ce champ, le 
nouvel état (le numéro de l’état) et la nature du déplacement et 
finalement les nombres f, (x’, £ + 1), f, (x, € + 1), f, (x, € + 1). 
Ces conversions nous donnent les formules de w,, 1, et w.,. Explicitons- 
les. Désignons à cet effet par T; (z,, 22), To (21, Zo) et Ta (Z1» 29) 
respectivement les fonctions définies par le tableau et délivrant d’a- 
près le symbole d'entrée et le numéro de l’état respectivement le 
nouveau symbole, le numéro du nouvel état et le numéro du dépla- 
cement (2 pour Z, 1 pour S et 0 pour À). On admet que ces fonctions 
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sont nulles pour les autres valeurs de EŸ. Il est évident que T, T2, 
T; € P;p, puisqu'elles prennent des valeurs non nulles en un nombre 
fini de points. 

Désignons par % (2) *) le plus faible poids de z et posons T, (x (u), 
w) — d. On a alors 


Vs Ge, v, w) = {(u = 4 (u))+ Ti (x (u), w)}-d+ 
+Bd[+]+1(%).S8( +1), 
Ve (u, v, w)= (20 +7 (x (u), w)) 58 d+v-Sg d-Sg (d = 1) + 
+[+]Se( +1), 
Vs (u, v, w)= Ta(x(u), w). 


D'où il résulte que 1, Ye, Vs € Prp 
Pour les fonctions f,, f, et f, on a un schéma de récursion primitive 
simultanée. On peut donc affirmer que f:, f2, fs € Prp. Considérons 


maintenant 
Us {fa (x', à) = 0}. 


Cette fonction appartient à la classe P,, et définit. pour tout x 
l'instant d'arrêt de la machine. Si l’on porte cette quantité dans f,, 


on obtient 
fa @, de {fs (x, à) = 0}), 


c’est-à-dire que si la machine stoppe, on obtient un entier naturel 
dont la représentation binaire est le code de f (x). 
Dans ce cas, si l’on tient compte du fait que 


= 0 (Di sa), 
OU 0 (D, ses De di, 2.45. 2) alors 
CRE RE 
= P (1 (O7 (21, Zn), Me a (07 (tu, + +, Zn), à) = 0)) + 1. 
En posant 
Frais. ns ÿ) = 0 Ga (Ù 7 (ti, + + +, Zn), y) = 1, 
Gÿ (Œas + + + Tns Y) = fa (O° (His + + +, Zn), y), 


on obtient ce qu’on voulait. C.q.f.d. 
Une conséquence de ces théorèmes est le 


Théorème 6. Pen = Por. 


Les deux derniers théorèmes nous disent que toute fonction 
partiellement récursive peut être représentée par des fonctions récur- 
*) Il est évident que % (2) € Prp. 
10 * 
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sives primitives sous forme d’une équation canonique définie par 
la représentation de Kleene. 


Théorème 7. Le système de fonctions {0, S (x), I? (x)} est complet 
dans Pea pour les opérations {S, Rp, u}. 


Théorème 8. Le système de fonctions {0, S (x)} est complet dans 
Pea pour les opérations {S, Rp, u}. 


Démonstration. La fonction 7! (x) est définie au moyen de 0 et 
S (x) à l’aide du schéma suivant: 


T5 (0) = 0, 
D(c+1)=S (7 (x). 

Théorème 9. Le système fonctionnel (Pia, S, Rp, u) contient 
l'analogue d'une fonction de Sheffer *). 


Démonstration. Soit une fonction f (x;,, x.) (voir tableau 40). 
Il est évident que f (x, x) — S (x) et f (x, S (x1)) = 0 (x,). Comme 


Tableau 40 





dans le théorème précédent on obtient Z?(x,, x), 11 (x) = 
— I? (x, 2) et toutes les 77% (x1, . . ., x,). De là on peut construire 
sans peine la classe Per. 


*) Par Pçar on désigne l’ensemble Pearl E*°. 


DEUXIÈME PARTIE 


GRAPHES ET RÉSEAUX 


La théorie des graphes et des réseaux peut être rattachée à la 
géométrie finie. L'intuition y joue un rôle essentiel dans la résolu- 
tion des problèmes. 

On se propose d'étudier ici des faits touchant à la réalisabilité 
d’une classe d'objets dans une autre, aux problèmes métriques rela- 
tifs aux graphes et réseaux et enfin aux particularités structurales 
de ces objets. 


CHAPITRE 5 


GRAPHES 


$ 26. Réalisation dans l’espace euclidien. Isomorphisme 


Dans la suite nous utiliserons souvent les notions d’« ensemble » 
et de « combinaison ». Le terme d'ensemble sera pris dans son sens 
usuel. Par « combinaison » on entendra une collection d'objets d’un 
ensemble dans laquelle un même objet peut apparaître plusieurs fois. 


Définition. On appelle graphe T un ensemble M? — {a,, as, . . .} 
et une combinaison J de couples d'objets (a:,, aj,) de M. Les objets 
de l’ensemble M? s'appellent sommets du graphe, ceux de la combinai- 
son X, arêtes du graphe. On dira que l’arête (a;, a;) relie les sommets 
a; et a;. 


Exemple 1. Soient M — {a:, a, 43, Qu, @5, de, A7}, Nè — {(a1, @), 
(ds, @2), (a, à), (as, 6), (as, Ge), (Ge; ar), (as, a7)}. Alors M et 
définissent un graphe. 

On dit que le graphe Fest fini si l’ensemble M et la combinai- 
son Ÿ sont composés d’un ensemble fini d’objets et de couples. 

Soient a; et a; des sommets arbitraires du graphe T°. 
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Définition. La séquence d’arêtes 
Aa; = {Qi dis): (dis; is); ..) (ai_ ai )}; 


où a, = 4; et a;, — a; s'appelle chaîne reliant les sommets a; et a;. 
Si une arête appartient à une chaîne A,,., on dira que la chaîne À, 4. 
it j pee 


passe par cette arête. De façon analogue, si un sommet a appartient 
à une arête de la chaîne Aya on dit que la chaîne Aa;a; passe par le 


sommel «a. 


Définition. Une chaîne A aa; est un cycle, sia; = a;. On appellera 
boucle un cycle (a;, a;). 


Définition. On dit qu'un graphe [est connexe s’il existe une 
chaîne reliant deux quelconques de ses sommets a, et a;. 

Il est immédiat de voir que le graphe de l’exemple 1 est fini, 
non connexe et contient des boucles. (Il est évident qu'un graphe 
connexe ne contient pas de sommets isolés, c’est-à-dire que chacun 
de ses sommets appartient au moins à l’une de ses arêtes.) 

La notion de graphe que nous avons introduite est assez abstraite. 
Elle s'apparente à celle de complexe à une dimension en topologie. 
Pour étudier un graphe il nous faut l’interpréter de manière suggesti- 
ve. Nous allons considérer à cet effet des figures d’une forme spéciale 
dans un espace euclidien. Chacune de ces figures ? est composée de 
sommets distincts b,, b:, ... et de courbes (qui sont soit des arcs 
de cercle, soit des segments de droite) reliant chacune des couples de 
sommets (b;, b;) (le cas dégénéré b; = b; n'est pas exclu). On con- 
vient qu'aucun point intérieur d’une courbe de la figure ? n'est 
sommet ou point intérieur d'une autre courbe. 


Définition. On dit qu'une figure ? est une réalisation géomé- 
trique d’un graphe T si entre les sommets et les courbes de la figure ? 


O É PAST ‘ 
b, Ds b 


Fig. 34 


d'une part et les sommets et les arêtes du graphe L d’autre part, il 
existe une correspondance biunivoque telle que si CR bn) (ai, a); 


alors bn, <> di, bn, <> 4j. (Les courbes et arêtes homologues relient 
les sommets homologues.) 


Exemple 2. On s’assure sans peine que la figure ? de la figure 34 
est la réalisation géométrique du graphe [' de l’exemple 1. 
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Il se pose la question de savoir si tout graphe [' peut être réalisé 
dans un espace euclidien, auquel cas il serait intéressant de savoir 
aussi s’il existe un nombre p tel que tout graphe admette une réali- 
sation dans un espace euclidien de dimension p. Dans le dernier cas 
il serait souhaitable de connaître la valeur minimale de 0. La réponse 
à toutes ces questions dans le cas de graphes finis est donnée par le 
théorème 1 et l’exemple 3. Le théorème 1 est une reformulation d’un 
théorème classique de topologie. 


Théorème 1. Tout graphe fini l' peut être réalisé dans un espace 


* 


euclidien à trois dimensions. 


Démonstration. Supposons qu'un graphe l contienne m sommets 
et » arêtes. Considérons une droite et traçons un faisceau de À plans 
passant par cette droite. Prenons m points b,, b,, . .., bm Sur cette 
droite et associons-les respectivement aux sommets 4,, @, ..., 4m 
du graphe. Associons un plan du faisceau à chaque arête de I. Soit 
(a;, a;) une arête du graphe T. Dans le plan correspondant à l’arête 
(a;, a;) relions les sommets b; et b; par un arc de cercle. En faisant 
la même construction pour les autres arêtes de [, on obtient une figu- 
re ? qui est visiblement la réalisation géométrique du graphe T°. 

On montre que ce théorème cesse d’être valable dans un espace 
euclidien de dimension inférieure à trois. 


Exemple 3. La figure 35 représente deux graphes. Le premier est 
lié à la solution du célèbre problème des trois maisons et des trois 





Fig. 35 


puits *). Le second est un graphe complet **) à cinq sommets. En 
topologie on démontre que ces graphes ne peuvent pas être réalisés 
sur le plan. Nous omettrons la démonstration de ces faits. 

Un résultat intéressant donnant des conditions de réalisabilité 
d'un graphe sur le plan a été obtenu par Pontriaguine [19] et indé- 
pendamment de lui, plus tard, par Kuratowski. Plus bas nous citons 
sans le prouver l’énoncé de ce fait (théorème 2). 


.._*) Le problème des trois maisons et des trois puits s’énonce de la façon 
suivante: relier ces maisons et ces puits par des chemins ne se coupant pas. 
**) C'est-à-dire le graphe contenant toutes les arêtes de la forme (a;, dj), 
1<Li<j< m. 
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Définition. Des graphes let T” sont isomorphes s’il existe une 
correspondance biunivoque entre leurs sommets et leurs arêtes, telle 
que les arêtes correspondantes relient les sommets correspondants. 


De ce point de vue, un graphe abstrait et sa réalisation géométri- 
que sont des graphes isomorphes. En vertu du théorème 1, au lieu 
des graphes finis abstraits, on peut considérer leur réalisation. 
Autrement dit, on peut traiter les graphes comme des objets géo- 


métriques. 
Introduisons l’opération de subdivision d’une arête d'un graphe T. 
Soient (a;, a;) une arête de l, a un objet n’appartenant pas à M. 


à 
y 7; 
Fig. 36 Fig. 37 


Subdiviser l'’arête (a;, a;) de T revient à construire un graphe [” dont 
les sommets sont les objets de l’ensemble 


M’ — ft U {a} | 
et dont les arêtes sont toutes celles du graphe FT, à l’exception de 
(a;, a;), et les deux nouvelles arêtes (a;, a), (a, a;), c’est-à-dire que 
R° — CR (&;, a j)) U {(a;, a), (a, a j) }e 


Un graphe l', s'appelle subdivision d'un graphe T,; s’il peut être 
déduit à partir de l, par un nombre fini de subdivisions des arêtes. 


Définition. On dit que des graphes I", et [', sont hkoméomorphes 
s'ils possèdent des subdivisions isomorphes. 


Exemple 4. La figure 36 représente deux graphes: FF, et [l'.. 
Ces graphes ne sont pas isomorphes, mais ils sont homéomorphes, car 
chacun d’eux peut être subdivisé au graphe [' représenté sur la 
figure 37. 


Définition. On dit qu’un graphe T” est un sous-graphe de [' si ses 
sommets et arêtes appartiennent au graphe l. 


Théorème 2 (critère de réalisabilité dans le plan.) Pour qu'un 
graphe fini T' soit réalisable dans un plan, il est nécessaire et suffisant 
qu'aucun de ses sous-graphes ne soit homéomorphe à aucun des gra- 
phes de la figure 35. 
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$ 27. Estimation du nombre de graphes 


Soit y (2) le nombre maximal de graphes deux à deux non isomor- 
phes à k arêtes et sans sommets isolés. On se propose de majorer 


le nombre (4). 
Nous allons d’abord démontrer un théorème auxiliaire que nous. 


utiliserons souvent dans la suite. Ce théorème relève de l’analyse 


combinatoire. 
Supposons que H7 représente le nombre de toutes les combinaisons 


avec répétitions de nr éléments m à m. 


Exemple 5. Considérons un ensemble {a, b, c} de trois éléments 
et formons toutes les combinaisons avec répétitions deux à deux. 


(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (a, c), (b, c). 


Donc, H? = 6. 
Théorème 3. A7 = CTim-s 
Démonstration. Soit un ensemble d’objets {a;, a, ..., an}. 


Considérons une combinaison avec répétitions de ces éléments 
pris m à m. Supposons que cette combinaison est composée de s 
sortes d'objets a;,, a;,, ..., a;, de multiplicités respectives ma, 
Mas :.. Ms OÙ Mi + Mo + ...+m, — m. Nous écrirons cette 
combinaison sous la forme suivante: 

amama ,.. 4.8. 

11 19 Te 

Etablissons une correspondance biunivoque entre les combinaisons. 

avec répétitions des objets de l’ensemble {a;, a, . .., am} et les 

combinaisons ordinaires des objets de l’ensemble {a;, . .., @n, 

bises Ar -où:0::.:.:+, 084 80nt des symboles différents entre 

eux et de a, ..., a. Plus exactement : à la combinaison avec répé- 
titions 

amiam2 .,., AUS 

11 19 Ts 


associons la combinaison 
Uijdig oc. ai 0102 dre On = 10m1-+ 1 Om +2 …. 
. Omitmae-10m3+mot1 .. Omstooo+m_,+1 . . e Om+ . + mr le 


On voit que les objets de l’ensemble {b,, b:, ..., bm_} figurent. 
dans cette combinaison par groupes: 


bb, CE Om 1; Omi+1» Om+2 .…. bmyrma-1re es 


.…. Omiteco+m, +1 .. D: . rmsle 
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Ces groupes sont au nombre de s et chacun d'eux contient respective- 
ment M —1Â, Mo — 1, ..., m, — 1 objets. Cette construction 
est correcte en vertu de l'identité 


(mi — 1) + (ms — 1) +... + (ms — 1) + (s — 1) = m —1. 
Il s'ensuit encore que cette combinaison contient 


S+(m—1)+(m—1)+...+(m —1)=m. 


Objets. Donc, la combinaison construite contient des représentants 
de toutes les sortes d'objets de la combinaison avec répétitions a;,, 


@;,, + -., dj, €t les longueurs des groupes d'objets de l’ensemble 
{b,, ..., b,.1} sont les codes des multiplicités d'entrées des objets 
d;j,, +. ., 4j, dans la combinaison initiale avec répétitions. De plus 


la multiplicité de l’entrée de 1 est codée 0 


0 0 ee ee ee ee ee ee ee 


» » m:—1. 


Si par exemple z — 6 etm — 5 et si l’on considère la combinaison 
avec répétitions aÿa?, alors d’après l’algorithme décrit à cette combi- 
naison correspondra la combinaison 4,a,b,b,b,. 

Montrons qu'à chaque combinaison des objets de l’ensemble 
{@1, . - ., Ans O1, . . ., bn.1} pris m à m il correspond au sens 
indiqué plus haut une combinaison unique avec répétition (à partir 
de laquelle elle est déduite). 

Il est évident que cette combinaison comprend s objets de l’en- 


semble {a, ..., a,} et s> 1: a;a;, ... a; Les m — s objets 
restant appartiennent à l’ensemble {b,, . .., b,, 1}. Donc, (m—1)— 
— (m—s) = s — 1 objets de l’ensemble {b,, ..., b»} n'entrent 


pas dans la combinaison envisagée. Supposons que ce sont les objets 
de numéros 


Mis My À Mas Ma + Mo +... + Msn 
(M1, Mo, ..., Ms > 1). 
Ces objets divisent l’ensemble {b,, ..., b,_,} en s tranches dont 


certaines sont susceptibles d’être vides (dans le cas où le m; corres- 
pondant est égal à 1). Les longueurs des tranches obtenues seront 
respectivement égales à 


m; = {, Mo = 1, 3 Ms —. À. 


En procédant au décodage, on obtient la combinaison avec répéti- 
tion 


amia"2 ... a:S. 
11 19 ts 
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De cette correspondance il résulte immédiatement que 
m m 
Hh —. Cnm-1 . 


Ce qui prouve le théorème. 
Nous aurons besoin d’une inégalité pour la suite. 


n ñn 
Lemme 1. #2! — (=) . 
Démonstration. On sait du cours d’analyse que (1 ++)" < 


n 
<e, d'où > CD. En s'appuyant sur ce fait on prouve 
Lé e. Ed e. LA n n 
par récurrence l'inégalité nl > (+) ; 


: { 
1. Base de la récurrence n—=1, on a Lee: 


2. Passage de la récurrence 


+1) > (+0) (ES RL (RL, 


Ce qui prouve le lemme. 
Théorème 4. y (k) > c1 (ch)", où c, et c, sont des constantes. 


Démonstration. Il est évident qu’un graphe de h arêtes ne possède 
pas plus de 2h sommets. Numérotons les sommets du graphe avec 
les entiers naturels 1, 2, . .. Il est évident que le nombre de toutes 
les sortes d’arêtes, c’est-à-dire de couples de sommets reliables par 
des arêtes, n'est pas supérieur à | 


r = H5n= Cinxi = h (2h +1). 


Comme y (k) n'est pas supérieur au nombre maximal de graphes 
numérotés, deux à deux non équivalents et à À arêtes, et que ce 
nombre n’est pas supérieur au nombre de combinaisons avec répéti- 
tions de r éléments pris h à h, il vient 


v(R) SH = Clin MST 
ra 


=(1+- 


—) (2eh)* < e (2eh)", 
c.q.i.d. 


Corollaire. Le nombre maximal de graphes à h arêtes numérotés, 
deux à deux non isomorphes, n'est pas supérieur à ci(c,h}". 


Nous ne minorons pas y (k), ce qui nous prive de la possibilité 
de comprendre la qualité de la majoration obtenue. 


CHAPITRE 6 


RÉSEAUX 


$ 28. Réseaux et leurs propriétés 


Généralisons la notion de graphe. 


Définition. L'ensemble M —{a,, a,, ...} et la combinaison 
N —{EÆ0; E1, E», .. .} dans laquelle chaque Æ; est une combi- 
naison d'éléments de M, ie. Æ; — (ax, av,x; - - .), S’appelle 


réseau et se note M (E,; Ei, Es, . . .). Les objets de l’ensemble M 
sont appelés sommets, ceux de Æ,, pôles du réseau *). 


Exemple 1. Soient 
M —— (4, 2 3, 4, 2, 6, 7), pts = 4{E£;; FE, E>, E 3, FE’, E;}, 


E) = (1, 2, 6), Æ1 = (1, 3, 3, 4, 5), 
E, = (4, 4, 4, 5, 6), Es = E, = (2, 4), Es = (2, 5, 6, 7). 


Alors M (E,; E1, Es, Ex, E,, E;) est un réseau. 

On dit que le réseau est fini si l’ensemble M et la combinaison 
le sont. Aïnsi, le réseau de l’exemple 1 est fini. Le réseau dans lequel 
M ou Y est infini est dit infini. Les réseaux dénombrables, c’est-à- 
dire les réseaux dans lesquels M et Ÿ sont au plus dénombrables, 
sont un Cas particulier de réseaux infinis. 

On peut introduire la notion de réalisation géométrique d’un 
réseau fini ou dénombrable, comme pour le cas des graphes. Intro- 
duisons préalablement une notation. Désignons par (E) l’ensemble 
de tous les objets d’une combinaison Æ. Soit M(E£,; E:, ...) 


*) En littérature on trouve des notions proches: la notion d’organigramme 
et la notion d’hypergraphe. La notion d'organigramme est plus étroite que celle 
de réseau ; la notion d'hypergraphe se distingue très peu de celles d’organigram- 
me et de réseau. La notion d’organigramme est antérieure à celle de réseau, la 
notion d'hypergraphe, postérieure. Voir par exemple Hall M., Jr. Combinu- 
torial Theory, Toronto, 1967, Zykov A., Hypergraphes, UMN, 1974, t. 19, 
vip. 6 (180) (en russe). 
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un réseau. Divisons l’ensemble NN? en trois parties disjointes: 
NM, —(E,) l’ensemble des pôles, 


M, = MX U {E;) l’ensemble des sommets isolés distincts des pôles, 
i>0 


NM: les autres sommets. 


A chaque sommet des ensembles M, et M, associons bijective- 
ment un point de l’espace. Affectons à ce point le symbole a; du 
sommet correspondant de M. Il est évident qu'aux pôles seront asso- 
ciés des points affectés des symboles à,,(4), av,c), - - - À chaque 


De, 7 > D 3 


Oo ue RS RE : ay, (Ë) 
a Ty. (0) : 
AO TTE O7 (à) 
Fig. 28 


combinaison Æ; = (av, av, - ..) de NW (iZ> 1) associons 
un cercle dans l’espace (si Æ; contient un ou deux objets, on peut 
prendre un sommet ou un arc au lieu d’un cercle) sur la circonférence 
duquel sont choisis des sommets deux à deux distincts affectés des 
symboles ay; &Gv,aiy, -.. de la combinaison Æ;. Ceci étant, on 
exige que les cercles ne se coupent pas deux à deux et ne contiennent 
pas de sommets choisis antérieurement (fig. 38). 

Les points qui sont affectés du même symbole a; de M sont reliés 
par une composante connexe À;. On exige de plus que la composante 
connexe À; ne possède en commun avec les sommets et les cercles 
construits antérieurement que les points affectés du symbole a; 
et que les composantes connexes À; et À; (i =£ j) ne possèdent pas 
de points communs. On appellera cette figure réalisation géométrique 
du réseau initial. Il est évident que les images des sommets a; de M, 
du réseau M (£,; E1, . . .) seront les sommets isolés a; ; les images 
des sommets a; de M, et de M, seront soit des sommets isolés a; 
(si le symbole a; se présente une fois et dans une seule combinaison), 
soit la composante connexe À; dans les autres cas; les images des 
combinaisons Æ; (i > 1) seront des cercles (resp. des sommets, des 
arcs). 

On montre que tout réseau dénombrable admet une réalisation 
géométrique. 

Exemple 2. La figure 39 représente la réalisation géométrique 
du réseau de l'exemple 1. 
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Cette figure rappelle le circuit d’un récepteur radio dont on 
a retiré tous les éléments: lampes, capacités, inductances, etc. 


Définition. On dit que deux réseaux M (Æ,; E;, E,, ...) et 
M" (E,; E’, E,, ...) sont isomorphes si l’on peut établir une cor- 
respondance biunivoque entre les objets des ensembles M’ et M” 





Fig. 39 


et entre les objets des combinaisons %’ et Y” de telle sorte que: 
1) les combinaisons correspondantes £” et E” soient composées 
d'objets correspondants (compte tenu de leur multiplicité) ; 
2) les combinaisons Æ° et Æ° se correspondent. 


Il est évident qu'un réseau abstrait est isomorphe à sa réalisation 
géométrique. Comme nous nous intéresserons aux réseaux à l’iso- 
morphisme près, on peut remplacer l’étude des réseaux abstraits 
par celle de leurs réalisations géométriques. De ce point de vue les 
réseaux sont des objets géométriques. 

Considérons maintenant quelques classes de réseaux. 

Il est évident que la classe des réseaux pour lesquels £, = À 
et chaque combinaison Æ; (i > 1) est composée de deux objets de 
l’ensemble M, est confondue avec la classe des graphes. 

Une autre classe de graphes est constituée par les arbres. On ap- 
pelle arbre un graphe connexe fini de sommet distingué appelé racine, 
ne contenant pas de cycles. 

Il est évident qu’un arbre est un réseau à un pôle, c’est-à-dire 
que 6 = (a). 

Voici une autre définition d’un arbre équivalente à la première 
et reposant sur la récurrence. Il est plus commode de se servir de la 
définition sous la forme géométrique. 

Base de la récurrence. La figure 40 représente un 
arbre de racine a. 
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Passage de la récurrence. Soient À (fig. 41, a) un 
arbre de racine a, B (fig. 41, b) un arbre de racine b. 

Alors la figure C (fig. 42, a) obtenue à partir de À par « adjonc- 
tion » d’une nouvelle arête à la racine a sera un arbre de racine c. 


| |) | 
(4 she 
“ (a) (b) 


Fig. 40 Fig. 41 


La figure D (fig. 42, b) obtenue à partir de À et de B par groupement 
des racines sera un arbre de racine c, où c = a = b. 

On voit aussitôt que cette définition par récurrence de l’arbre 
peut être énoncée en termes de réseau abstrait. 


C 
a D 
d C 
(a) (4) | 


Fig. 42 Fig. 43 


Base de larécurrence. Le réseau NN (E,;E£1), où M — 
— {a, &}, Eo = (a), E; = (a, a;) est un arbre de racine a. 

Passage de la récurrence. Soient À = 
= M (E; Æ;, ...)et B = M (EE; E’, ...) des arbres de raci- 
nes a et b, où Ms NN M = À, Et = (a) et Æ5 — (b). Alors le réseau 
C=M(£o; E, E,, ...)est un arbre de racine csi 


M — Mi U {c}; Es = (c), E = (a, c), 


où c est un nouvel objet. 


Le réseau D = M’ (£,; E;, ..., E;, ...) est un arbre dont 
la racine est au sommet c, si 


M’ — (MAN a)U(Mo2 K D)U{c}, Eo=(c) 
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et la combinaison £; (resp. Æ;) se déduit à partir de la combinaison 
E; (resp. E) en remplaçant toutes les entrées du symbole a resp. (b) 
par c, où cest un nouvel objet. 

La définition géométrique nous fournit un procédé de réalisation 
géométrique d’un arbre dans le plan. On appellera immersion d’un 





Fig. 44 


arbre la réalisation géométrique plane dans laquelle les arêtes sont 
représentées par des segments de droite, et la racine, par un sommet 
avec une flèche (voir fig. 43). 

Exemple 3. Soient 


DA = {0, 1; 2: . 10}, Dfs ={E); E;,  . E0}; 


Es = (0), E = (0, 1), E3 — (0, 2), 
E3 — (0, 3), E, = (1, 4), Es = (1, 2); 


Es = (1,6), F7 = (3, 7), E3 = (5, 8), Es = (4, 9), Ero = (4, 10). 


Il est évident que Mt (Æ£,; E1, . . ., E0) est un arbre. La figure 44 
représente des immersions de cet arbre. 

Considérons une immersion quelconque d'un arbre. On peut 
orienter les arêtes de cet arbre en se déplaçant de la racine vers les 
sommets. Chaque sommet (y compris la racine) est 
l'extrémité d’une arête et exception faite des termi- 
naux, l’origine de plusieurs arêtes. Cette circonstance 
nous permet d’ordonner les arêtes incidentes à cha- 
que sommet vers l’extérieur, par exemple dans l’ordre 
dans lequel on les rencontre en se déplaçant dans le 
sens des aiguilles d’une montre (voir fig. 45). 

Fig. 45 Il est naturel d'admettre que deux immersions 

d’un arbre sont identiques si l’ordre de succession des 

arêtes incidentes aux sommets correspondants vers l’extérieur est le 

même. Donc, l'immersion d’un arbre est entièrement définie par 
l’ordre de succession des arêtes incidentes vers l'extérieur. 


4 
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$ 29. Estimation du nombre de réseaux 


Commençons par un problème simple. Désignons par 6 (k) le 
nombre maximal d'arbres deux à deux non isomorphes à À arêtes, 
par Ô* (k) le nombre d’immersions des arbres de l’ensemble corres- 
pondant. 


Théorème 1. Ô (4) < ô* (h) < 4?. 


Démonstration. Les immersions d'arbres non isomorphes étant 
distinctes, on a Ô (k) < Ô* (h). 

À toute immersion d’un arbre de À arêtes on peut mettre en cor- 
respondance biunivoque un cortège de O et de 1 de longueur 2h. 
Utilisons pour cela la définition par récurrence d’un arbre. 

Base de la récurrence. Affectons le cortège O1 à 
l'immersion d’un arbre formé d’une seule arête. La longueur de ce 
cortège est égale à 2. 

Passage de la récurrence. Supposons qu'aux im- 
mersions de deux arbres À et B de h, et h, arêtes respectivement on 
ait associé des cortèges «& et B de longueur 2h; et 2h,. Alors à l’im- 
mersion de l’arbre C, déduite à partir de celle de l’arbre À par 
adjonction d’une arête, associons le cortège Üxi. Sa longueur est 
2 (h1 + 1), c’est-à-dire le double du nombre d’arêtes de l’arbre À. 
A l'immersion de l’arbre D, obtenue à partir de celles des arbres À 
et B par réunion des racines, associons les cortèges af ou fax selon 
leur ordre de succession. La longueur de chacun de ces cortèges est 
égale à 2 (k1 + h,), c’est-à-dire au double du nombre d’arêtes de 
l'arbre D. 

On a 


8% (R) LCin < 2% = 48. 


Ce qui prouve le théorème. 

En comparant les majorations des nombres y (k) et Ô (k) relatives 
au nombre de graphes et d’arbres, on voit que la dernière est essen- 
tiellement inférieure à la première (pour À — ). Cette situation 
a son explication dans la structure topologique plus rigide des 
arbres. 

Passons maintenant à la majoration du nombre de réseaux finis 
dans le cas général. Introduisons à cet effet quelques notations rela- 


tives au réseau 
M (£ ; E, ... E}). 


Supposons que e; désigne le nombre d'objets (compte tenu de leurs 
répétitions) dans la combinaison £;. La quantité e; s'appelle puissan- 
ce de la combinaison. Désignons par e la puissance maximale d’une 
combinaison distincte de Æ,, c’est-à-dire 
£E—= Mmax e;. 
1<Si<h 
11—0382 
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La quantité & s'appelle puissance du réseau. Supposons ensuite que h; 
({<i<e) est le nombre de combinaisons de puissance à (sans 


compter la combinaison Æ;). Le cortège (h:, h:, . .., h.) s'appelle 
E 


structure exponentielle du réseau. Il est manifeste que D) h; — h. 


Î= 


Introduisons enfin la quantité 
£ 
1 ; 
bg Die 
i=1 


que nous appellerons puissance moyenne du réseau. 
Nous nous proposons d'étudier une classe de réseaux tels que 


h 
M U (Es). 


Cette restriction signifie que ces réseaux ne possèdent pas de som- 
mets «isolés » distincts des pôles et de sommets appartenant aux 


combinaisons. 
Désignons par S (e,, k1, . . ., h-) le nombre maximal de réseaux 


deux à deux non isomorphes de cette classe, possédant e, pôles et 
une structure exponentielle donnée. Soit S (e,, u, e, k) le nombre 
maximal de réseaux deux à deux non isomorphes de la même classe, 
possédant e, pôles, une puissance moyenne u donnée, une puissance 
maximale & et un nombre de combinaisons À (exceptée la combinai- 


son Æ5). 
Ces quantités sont justiciables de majorations qui font le contenu 


du théorème 2 ‘et de son corollaire. 
Théorème 2 (0. Loupanov [9}). 
IS (eo, has ce. he) LC (60 M €)" AUTO, 
Démonstration. Le nombre p de sommets dans les combinaisons 
E,, ..., En est visiblement égal à la quantité 
€ 
à ih;=uh= p. 
i=1 
Les réseaux étant considérés à l’isomorphisme près, on peut admettre 
que les pôles sont 
Us id ee Sa Qs 
Evaluons le nombre de sortes de combinaisons de puissance à ren- 
contrées dans ces réseaux. Il est claïr que pour une quantité donnée p; 
on a les relations 
Pi= Hi=Cpri-1 K(p +i—1) L(2p) =(2uh), 


puisque 
ILE LUR = p. 
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On remarquera que 
Pi>C=p=uh>h. 


Il est aisé de voir que le nombre de systèmes de À; combinaisons de 


e Q Lé LA « h; 
puissance à n'est pas supérieur à H?.. Pour ki; 0 on a 


hR. h. 
h, ;Lh—1) "1 2p;) © 2e pi) ? 
E" t=C? — Gi ) < ( D) ( pD : 
Pi È t° (h;/e) ? h; fi 


De là on déduit une majoration pour la quantité S (es, h1, . . ., he) 
que nous désignerons simplement par S: 


£ 
S<(e+1) [] A. 
5 
Le facteur e +1 traduit le fait que ou bien aucun pôle n’appar- 


h 
tient à l’ensemble [|] {Æ;), ou bien un pôle appartient à l’ensemble 
i=i 
h 
U (Æ;) et ainsi de suite, ou bien enfin tous les e, pôles appar- 
i=1 


h 
tiennent à |} (Æ;). On a 
ii 


S<(e,--1) Îl (2e) CU 


ho ;' 
ou 
In S<In (e +1) + DE In 29" Eu) 


i=1 7h i 
h;7#0 


=In (e, +1) + Ah (In 2e + un 2u) + uh In h — D h;ln h;. 


no 


€ 
Soit h;=E;h. Il est évident que >, £,—1. Sous ces conditions on 
1 


a l'inégalité (pour l’entropie) 


£ 
— D E,ln£,<lne. 
i=1 


(Pour £ = 0 posons & In & — 0.) On obtient 


Le 


In S < In (e9+1) + À (In & + In 2e + u In 2u) + (u—1)hInk. 


11% 


164 RÉSEAUX [CH. 6 


D'où 
S<(e9+1) (2e e (2u)#)'AU— DR, 
Si l’on pose ces, u, e)=(e, +1) 2ee (2u)", on a en définitive 
S'(eos Ris +. Re) LC(en L, E)"AU- DR, 


Ce qui prouve le théorème. 

La majoration obtenue dépend faiblement de la structure expo- 
nentielle (41, . .., h.): elle ne contient que deux de ses caracté- 
ristiques, savoir u et &. Ceci permet de majorer sans peine 
S (eo, M, €, h) pour toutes valeurs fixes de e,, u et &. Pour cela il 
suffit de majorer le nombre de structures exponentielles (k;, ..., A.) 
de paramètres donnés u, €, h. Ce nombre peut être majoré par celui 
de solutions de l'équation hk, + h, + ...<+h, — h. Cela revient 
à disposer & — 1 cloisons entre k unités. On se contentera de l’esti- 
mation grossière (À + 1)£-1 (chaque cloison peut occuper À + 1 
positions). On obtient donc le 


Corollaire. 
S'(en L, €, h)<Lc(en un, e)"(h+1)E-1 AU L 
LC’ (9, Li E)AU-DR, 


Cette majoration englobe, comme un cas particulier, celle du nombre 
de graphes 
y (h) =S (0, 2, 2, h)<ch'h, 


De là on déduit une majoration pour le nombre de graphes à deux 
sommets distingués et dont les sommets isolés ne sont pas des pôles 
{voir corollaire du théorème 4, chap. 5) 


S (2, 2, 2, h)< chh. 


$ 30. Réseaux bipolaires de combinaisons à deux objets 


On se propose d’étudier ici une classe importante de réseaux 
finis bipolaires (e, — 2) constitués exclusivement de combinaisons 
à deux objets (e; = 2, pour i = 1, 2, ..., h). Il est immédiat de 
voir que cette classe est confondue avec celle des graphes finis dans 
chacun desquels sont distingués deux sommets polaires. De tels 


réseaux 
M (Eo; Ers E }) 


seront désignés par [' (a, b), où Æ, = (a, b). 

Pour les réseaux de même que pour les graphes on introduit la 
notion de chaîne reliant des sommets a°, b0. Si les sommets a° et b° 
coïncident respectivement avec des pôles a et b on se servira du terme 
« chaîne » sans en spécifier les sommets. Un réseau est connexe si 
le graphe correspondant l’est. Si Le réseau [” (a, b) est connexe, alors 
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on peut indiquer une chaîne qui emprunte une arête quelconque de 
ce réseau. Remarquons aussi que pour les réseaux connexes 


h 
MN = UE (E ;). 


Donc, un réseau connexe est entièrement défini par l’énumération 
de ses arêtes et l'indication de ses pôles. 

Dans la suite de ce paragraphe on n’envisagera que des réseaux 
connexes. 

Soient [', (a’, b')et l', (a”, b”) deux réseaux connexes disjoints, 


c’est-à-dire 
l,(a’, b')=M,(E,; E,, ..., Er), 
F,(a”, b")=M (Es; ET, ..., Enr), 


où M,NM: — A. Considérons une arête quelconque E; — (a°, b°) 
du réseau [', (a, b’). Par des raisonnements géométriques (voir 


LS Pi >b" a" DE" à 
q 
ZI, @,; b°) LI @7 6°) T(a; 5) 
Fig. 46 





fig. 46) on peut définir sans peine la substitution du réseau F, Fe 7, b) 
à l’arête £;, substitution qui nous conduit au réseau l (a, b”). 


Définition. On appelle résultat de la substitution du réseau 
T, (a”, b”) à l'arête E; = (a°, b°) du réseau l', (a’, b”), chacun des 
réseaux [” (a”, b")et L'”(a’, b'): 


T'(a’, b')= ME, E,, ..., Ei1, EU, ..., EU, Eija, ..., Eh), 
(0,0 )=MUL ES, ses is EN, EN Elo, Eh), 
où M = Mi U MN (a, 0). 


La combinaison E;" (j=1,..., À") se déduit à Re de Æ; 


par substitution de a° à a” et de po à à b”, la combinaison EF (j — 
= re , h”) à D de Æ par substitution de b° à a” et de 
à b" 


Définition. Le réseau l (a, b) obtenu à partir de réseaux iso- 
morphes à 
Fes 0). (am, pe) 


par application d'un nombre fini de substitutions s'appelle super- 
position de ces réseaux. 
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Exemple 4. Le réseau [ (a, b) de la figure 47 est la superposition 
des réseaux Fa”, b”), l,(a”, b"), l;(a", b") (voir. fig. 48). 
En effet, considérons un réseau [', (alV, biv) isomorphe au réseau 
l'; (a”, b") et substituons-le à une arête du réseau l; (a”, b”). 
à Substituons le réseau obtenu à l’arête 
(c, d) du réseau l, (a’, b'). Finalement 
12 on obtient le réseau ['(a, b) en substi- 
tuant le réseau l',(a”, b”) à l’arête 

a D (a', c) du réseau intermédiaire. 


Remarques. 1. Il est immédiat de 
voir que la substitution est une opéra- 
tion associative. 

Fig. 47 2. L'ensemble de tous les réseaux 
connexes {[l' (a, b)} muni de la substi- 
tution est un système fonctionnel muni d’une opération. 

Considérons dans le réseau T (a, b) deux chaînes Ayo et Aopo 
reliant les sommets a° et b?. 


C 
s cé dé 774 
° <T> A 
a 6 Vo) 
ad 


Z, (a; 6) 1, (a b°) F2 
Fig. 48 
Définition. La chaîne 
Aobo —={(a0, Gig)s (dios Gig)s (Gis_yr 00)} 
s'appelle sous-chaîne de 
Aaovo={(a°, Gj:)s (@j, Gja), -.., (ai b°)}, 
si la suite d’arêtes 
{(a”, ip): (dis dis) °..) (dis_1s b°)} 
s'obtient à partir de la suite d’arêtes 
{(a°, Aja)s (Ajos Ajg)s oc.) (ai, b°)} 


par élimination d’un sous-ensemble d’arêtes. On appelle sous-chaîne 
propre Av de Ag une sous-chaîne qui ne contient pas l’une au 
moins des arêtes de A {opoe 


Définition. Une chaîne Au reliant deux points a° et b° d'un 
réseau [' (a, b) s'appelle chaîne simple reliant ces points si elle ne 
contient aucune sous-Chaîne propre. 
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Remarque. Si les sommets a? et b° sont confondus avec les pôles a 
et b, on dira tout simplement « chaîne simple » au lieu de « chaîne 
simple reliant a et b ». 


Exemple 5. Considérons le réseau L' (a, b) de la figure 49. Il 
est évident que {(a, c), (c, d), (d, c), (c, b)} est une chaîne mais 
n’est pas une chaîne simple, car contient la sous-chaîne propre 
{(a, c), (c, b)}. La chaîne {(a, c), (c, b)} est une chaîne simple. 


ea 





Fig. 49 Fig. 50 


T1 est immédiat de voir qu'un réseau contenant À (h >> 0) arêtes 
possède une infinité de chaînes et un nombre fini de chaînes simples. 

Introduisons encore une notion qui nous permettra de rétrécir 
la classe des réseaux étudiés. 


Définition. Un réseau connexe T° (a, b) s'appelle fortement con- 
nexe si par chacune de ses arêtes il passe une chaîne simple. 


Il est évident qu’un réseau connexe n’est pas nécessairement 
fortement connexe (voir exemple 5). 

On démontre plus loin deux lemmes *). Le premier donne les 
conditions sous lesquelles il passe une chaîne simple par une arête 
donnée, et sert de base à la démonstration du second, lequel établit 
les conditions nécessaires et suffisantes de connexité forte. 


Lemme 1. Soit l' (a, b) un réseau (pas forcément connexe). Sup- 
posons que par les sommets c” et c" (c" = c”) de l' il passe des chaînes 
simples A’ et A” (A — A" n'est pas exclu). Si les sommets c’ et c” 
peuvent être reliés par une chaîne simple À... ne possédant en commun 
avec À’ et A” que les sommets terminaux c’ et c”, il existe alors une 
chaîne simple À dont A,:, est une partie. 


Démonstration. Le lemme est évident si les sommets c” et c” 
sont confondus avec les pôles du réseau l. On peut donc admettre 
que l’un au moins des sommets, par exemple c”, est intérieur. Sup- 
posons pour fixer les idées que c”  b. Désignons par c le premier 
sommet commun aux chaînes simples A” et À”, que l’on rencontre 
en suivant À” du sommet c” au pôle b. La figure 50 représente l’une 


*) L’exposé suivant reprend les travaux de A. Kouznetsov (voir Troudy 
MIAN SSSR, tome 51, 1958) et de B. Trachtenbrot [27]. 
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des deux situations possibles (si À” est confondue avec À’, alors 
c — c”). Désignons par À la chaîne obtenue à partir de la chaîne 
simple A” en substituant au tronçon c’c la chaîne formée par Ac, 
et la portion de À” comprise entre les sommets c” et c. Il est évident 
que À est la chaîne simple cherchée. 

Considérons un sous-ensemble l” d’arêtes de réseau T (a, b). T1 
est évident que ['”’ définit un graphe. On dit qu’un sommet c de [” 
est un sommet frontière s’il est soit un pôle de FL (a, b), soit l’extré- 
mité d’une arête de L' (a, b) n'appartenant pas à ll”. 


Définition. On dit qu'un sous-ensemble [” d’arêtes d’un réseau 
T (a, b) est un germe s’il possède un seul sommet frontière. 

Par exemple, le sous-ensemble d’arêtes {(c, d)} de la figure 49 
est un germe, puisqu'il possède un seul sommet frontière c ; le sous- 
ensemble d’arêtes {(a, c), (c, b)} n’en est pas un, car il possède 
trois sommets frontières: &, c, 


Lemme 2. Un réseau connexe TV (a, b) est fortement connexe si et 
seulement s'il ne contient pas de germes. 


Démonstration. Supposons qu'un réseau connexe ['(a, b) con- 
tient un germe l'’. Désignons par c son sommet frontière. Considérons 
une arête quelconque appartenant à ce germe. Il est évident que 


Ommmmemmmnneemmnm(") 


(rà b 
Fig. 51 


toute chaîne empruntant cette arête doit passer au moins deux fois 
par le sommet c. Donc, par cette arête, il ne passe aucune chaîne 
simple. Par suite, le réseau l (a, b) n’est pas fortement connexe. 

Supposons maintenant que le réseau connexe [' (a, b) n’est pas 
fortement connexe. Montrons qu'il contient alors un germe. Comme 
T (a, b) n’est pas fortement connexe, il existe des arêtes par lesquel- 
les il ne passe aucune chaîne simple. Soit l” un sous-ensemble maxi- 
mal connexe d’arêtes, doué de cette propriété. Le réseau ['(a, b) 
étant connexe, le graphe l” possède au moins un sommet frontière. 
Supposons que l'’ en possède au moins deux. Le graphe l'” étant con- 
nexe, tout couple de sommets frontières peut être relié par une chaîne 
simple entièrement contenue dans [”. Supposons que €” et c” sont 
des sommets frontières tels que la chaîne simple A... ne contienne 
pas d’autres sommets frontières. Il est évident que par les sommets 
c’et c” on peut mener des chaînes simples (reliant les pôles) A’ et À”. 
Il est manifeste que la chaîne 4, ne possède en commun avec À” 
et À” que les sommets terminaux c’ et c”. En appliquant le lemme 1 
aux chaînes 4’, A" et A4, on obtient une chaîne dont Ace est 
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une partie. Or, ceci contredit la définition de [”. Donc [” possède 
un sommet frontière unique, autrement dit l” est un germe. C.q.f.d. 

Dans la suite on n’envisagera que des réseaux fortement connexes. 
Soit le réseau l,(a, b) = M, (E,; E:), où M — {a, b}, E, — 
— ÆE, — (a, b) (voir fig. 51). Ce réseau s’appelle réseau trivial. 


Définition. On dit qu’un réseau fortement connexe [' (a, b) 
est décomposable s’il existe des réseaux disjoints non triviaux l, (a, b) 
et l', (a’, b') tels que [(a, b) soit le résultat de la substitution du 
réseau l', (a, b’) à une arête du réseau l, (a, b). Il est évident 
que le réseau de la figure 47 est décomposable. 


Définition. Un réseau fortement connexe (a, b) qui n’est pas 
décomposable est dit indécomposable. 


La figure 52 représente trois réseaux indécomposables non tri- 
viaux (les pôles sont marqués par des ronds). 

On démontre que tout réseau fortement connexe indécomposable 
non trivial possédant six arêtes au plus est isomorphe à l’un des. 


C 





n=25+1 
Fig. 53 


trois réseaux de la figure 52. Cela signifie qu'il n'existe pas de réseaux 
fortement connexes indécomposables à trois, quatre et six arêtes. 
Dans le même temps, pour tout À > 7 il existe des réseaux forte- 
ment connexes indécomposables à À arêtes *). Ceci ressort de la 
figure 53 qui représente des réseaux indécomposables à k (k => 7} 
arêtes. 


*) Voir Kouznetsov A., Troudy MIAN SSSR, t. 51, 1958. 
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Dans la suite on se propose d'étudier la décomposabilité des 
réseaux. Etant donné qu'on s’occupera d’une décomposition d’une 
forme spéciale, on distinguera deux réseaux indécomposables élé- 
mentaires : la connexion en parallèle de deux arêtes 8 (a, b) et la 
connexion en série de deux arêtes l'° (a, b) (voir fig. 54). On désigne- 
ra par À l’ensemble des autres réseaux indécomposables non triviaux 
et on appellera A-réseau tout réseau appartenant à A. 


Qc mtenmmence(") 
<> a b 


I? (a, 6) I” (@, b) 
Fig. 54 
TS Ant) 
1j” (ab) LE (a, b) 
Fis. 55 


Deux ensembles infinis de réseaux sont rattachés aux réseaux 
T3 (a, b) et T5 (a, b). II s’agit de 

— l’ensemble P des réseaux l'£ (a, b), c'est-à-dire la connexion 
en parallèle de k arêtes (k — 2, 3, ...). Il est évident que pour 
k > 2 l’ensemble l'£ (a, b) est une superposition de réseaux l£ (a, b) 
{voir fig. 55); 

— l’ensemble S des réseaux l'£ (a, b), c’est-à-dire la connexion 
en série de k arêtes (k — 2, 3, . ..). Il est évident que pour 4 > 2 
l’ensemble TE (a, b) est la superposition des réseaux TŸ (a, b) (voir 
Tig. 99). 


Définition. Un réseau fortement connexe L' (a, b) se décompose en 
deux tranches parallèles si l’ensemble de toutes ses chaînes simples 
peut être divisé en deux classes non vides telles que deux chaînes 
simples quelconques appartenant à des classes distinctes ne possè- 
dent pas de sommets intérieurs communs. Il est manifeste que cha- 
que réseau l'£ (a, b) (k = 2) se décompose en deux tranches parallè- 
les. 


Définition. Soit c un sommet intérieur (c'est-à-dire différent 
d'un pôle) d’un réseau fortement connexe T (a, b). On dit qu'un 
sommet c est séparateur si chaque chaîne simple passe par c. Il est 
évident que chaque sommet intérieur du réseau ['; (a, b) est sépara- 
teur. 
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Soit c un sommet séparateur du réseau T (a, b). Considérons dans 
chaque chaîne simple le tronçon qui va du sommet a au sommet c. 
Il est évident que l’ensemble de ces tronçons de chaînes simples 
engendre un réseau l', (a, c) dont les pôles sont les sommets a et c. 
De façon analogue, on obtient le réseau T, (c, b) en considérant les 
tronçons de chaînes simples compris entre les sommets cet b. 


Lemme 3. Soit c un sommet séparateur d'un réseau fortement 
connexe T'(a, b). Alors T'(a, b) est la superposition des réseaux [5 (a, b), 
Ps (a, c), l', (c, b) (connexion en série des réseaux T; (a, cetT, (c, b)). 


Démonstration. Elle découle du fait que les réseaux F, (a, c) 
et l, (c, b) ne possèdent pas de sommets intérieurs communs. En 
eltet s’il en était autrement il existerait deux chaînes simples À, 





Fig. 56 


et À,, et, respectivement, deux réseaux [", (a, c) et l, (c, b), qui 
posséderaient un sommet intérieur commun (voir fig. 56). Désignons 
par d le premier sommet commun de ces chaînes simples, rencontré 
en parcourant À, à partir de a. Il est évident que la portion de 
A. comprise entre les sommets a et det la portion de À,, comprise 
entre les sommets d et b engendreraient une chaîne simple ne pas- 
sant pas par c. Ce qui contredit le fait que le sommet c est séparateur. 
C.q.f.d. 


Définition. Soit c un sommet d'un réseau [ (a, b). On appelle 
étoile (de centre c) l’ensemble de toutes les arêtes de (a, b) d’extré- 
mités le sommet c. Si cest un pôle, l’étoile est dite polaire. 

S'agissant des À-réseaux on a le lemme suivant: 


Lemme 4. Si l'(a, b) est un H-réseau, et c et d deux sommets 
intérieurs distincts (c’est-à-dire différents des pôles), alors il existe une 
chaîne simple passant par d et pas par c. 


Démonstration. Cette proposition découle d’un fait plus puis- 
sant: si de ['(a, b) on élimine l'étoile de centre c, on obtient un 
réseau qui est fortement connexe. 

On distinguera trois cas. 

a) L’élimination de l’étoile conduit à la décomposition du graphe 
en deux composantes connexes ne possédant pas de sommets com- 
muns (voir fig. 57). Il est évident alors que le sommet c sera sépara- 
teur et, en vertu du lemme 4, le réseau initial sera décomposable 
(l’une des composantes contiendra deux arêtes au moins, puisqu’un 
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H-réseau possède plus de quatre arêtes). Or, ceci est impossible. 

b) L'’élimination de l’étoile nous donne un réseau qui est con- 
nexe, mais pas fortement connexe. Le réseau obtenu n'étant pas forte- 
ment connexe, il possède un germe de point frontière d (voir fig. 58). 
Comme le réseau initial l (a, b) est fortement connexe, le germe doit 


c 
U4 
a. 4 : a b 


Fig. 57 Fig. 58 


posséder des sommets frontières avec cette étoile, distincts de d. 
Dans ce cas, le germe forme avec une partie des arêtes de l’étoile un 
réseau bipolaire [” (d, c). Or, cela signifie que [' (a, b) est décompo- 
sable, ce qui est absurde. 

c) Reste le dernier cas, c’est-à-dire que l'élimination de l'étoile 
nous mène à un réseau fortement connexe. Ceci démontre le lemme. 


Corollaire. Un H-réseau ne possède pas de sommets séparateurs. 


Lemme 5. Sil['(a, b) est un H-réseau et (a, c) une arête appartenant 
à une étoile polaire, alors l'élimination de cette arête nous donne un 
réseau fortement connexe. 


Démonstration. Elle est identique à celle du lemme précédent. 

a) L’élimination de l’arête nous donne un réseau qui n'est pas 
connexe. Il est évident que c sera alors un sommet séparateur du 
réseau [(a, b), ce qui contredit le corollaire du lemme 4. 


i 





Fig. 59 Fig. 60 


b) L’élimination de l’arête nous conduit à un réseau connexe 
[' (a, b), mais pas fortement connexe. Désignons par d le sommet 
frontière du germe du réseau l'” (a, b) (voir fig. 59). Il est clair que 
ce germe forme avec l’arête (a, c) un réseau bipolaire T” (a, d). 
Ce qui contredit l’indécomposabilité de T° (a, b). 

c) Reste le dernier cas: le réseau l'” (a, b) est fortement connexe. 

Considérons un réseau décomposable T' (a, b). Supposons que 
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l'(a, b)est le résultat de la substitution des réseaux [', (a, b%), ... 
..., Ty (a, b®), dont l’un au moins n’est pas trivial, respecti- 
vement aux arêtes £,..., E, (h=> 2) du réseau F,(a, b) — 
= M (Æ; E, sis 4 E;;}). 

La décomposition du réseau ['(a, b) en un réseau extérieur 


T', (a, b) et des réseaux intérieurs l, (a), b@)), ..., T, (at), BU) 
admet une interprétation géométrique simple: le réseau initial 
T (a, b)est recouvert par les réseaux F, (at), b@)), ..., T, (ath), b)) 


de telle sorte que deux réseaux intérieurs quelconques ne peuvent 
avoir en commun que leurs sommets polaires ; la disposition de ces 
réseaux intérieurs est caractérisée par le réseau extérieur (voir 
fig. 60). Donc, chaque arête du réseau appartient exactement à un 
réseau intérieur; quant au sommet du réseau l' (a, b) soit c’est un 
pôle du réseau intérieur (par conséquent, le sommet du réseau exté- 
rieur), soit c’est le sommet intérieur d’exactement un réseau inté- 
rieur. 


Remarque. Choisissons une chaîne simple dans le réseau l, (a, b). 
Soient 
T',, (a), bi), ..., Li (ats), büs)) 


les réseaux intérieurs correspondant aux arêtes de cette chaîne sim- 
ple. Si l’on choisit une chaîne simple dans chacun de ces réseaux, on 
obtient une chaîne simple dans (a, b) (voir fig. 61). 





Fig. 61 


Définition. Supposons que le réseau l (a, b) se décompose en un 
réseau extérieur l'; (a, b) et des réseaux intérieurs l', (at), b@)), ... 
..., TL} (at, b), Alors: 

a) Si l', (a, b)est TP (a, b), le réseau T (a, b) est dit p-décompo- 
sable et la décomposition correspondante, p-décomposition ; 

b) si l', (a, b) est l'$ (a, b), le réseau T (a, b) est dit s-décom- 
posable et la décomposition correspondante, s-décomposition ;: 

c) si l', (a, b) est un A-réseau, le réseau l (a, b) est dit H-dé- 
composable et la décomposition correspondante, H-décomposition. 


Lemme 6. Si le réseau T (a, b) est décomposable, on a exactement 
l'une des propositions suivantes: 

l' (a, b) est p-décomposable ; 

(a, b) est s-décomposable; 

l'a, b) est H-décomposable. 
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Démonstration. [Il est immédiat de prouver que si ['(a, b) est 
décomposable, il admet soit une p-décomposition, soit une s-dé- 
composition, soit une Æ-décomposition. Plus exactement, puisque 
(a, b) est décomposable, il se décompose en [, (a, b) (le réseau 
extérieur) et en l,(a@), b®), ..., T, (at), b(M) (les réseaux inté- 
rieurs). Si le réseau extérieur est l'£ (a, b), ou l'£ (a, b), ou bien un 
H-réseau, alors on a l’une des décompositions indiquées. Si ce n’est 
pas le cas, alors l', (a, b) est décomposable et nous obtenons une 
autre décomposition du réseau [' (a, b) en un réseau [° (a, b) (ré- 


seau extérieur) et en [, (af”, b:7), ..., l',. (a), bi) (réseaux 
intérieurs), le réseau T° (a, b) possédant moins d’arêtes que l', (a, b} 
(h' << h). Si le réseau extérieur [° (a, b) est l'£. (a, b), ou l'ÿ, (a, b), 
ou bien un H-réseau, on obtient la décomposition cherchée. Dans le 
cas contraire le réseau T° (a, b) est décomposable et l’on reprend de 
nouveau ce processus. Comme le réseau l (a, b) possède un nombre 
fini d’arêtes, on aboutit en fin de compte à la décomposition voulue. 
Reste maintenant à montrer que le type de la décomposition se 
définit de façon unique. 

Supposons que le réseau ['(a, b) admet une H-décomposition. 

a) Il ne peut alors se décomposer en deux tranches parallèles. 
Si non, le réseau extérieur se décomposerait aussi en deux portions, 
autrement dit serait décomposable. 

b) Un }-réseau ne peut posséder de sommet séparateur. Dans le 
cas contraire le sommet séparateur serait un sommet intérieur du 
réseau extérieur. Ce qui est impossible d’après le lemme 4. 


Il est aussi clair que la décomposition du réseau en deux tranches 
parallèles et l’existence d’un sommet séparateur s’excluent mutuelle- 
ment. Donc, un réseau bipolaire décomposable est doué exactement 
de l’une des propriétés suivantes: il se décompose en deux tranches 
parallèles, il possède un sommet séparateur, il admet une -dé- 
composition. 

I. Un réseau décomposable se décompose en deux tranches paral- 
lèles si et seulement s’il est p-décomposable. 

II. Un réseau décomposable possède un sommet séparateur si et. 
seulement s’il est s-décomposable. 

III. Un réseau décomposable ne se décompose pas en deux tran- 
ches parallèles et ne possède pas de sommet séparateur si et seule- 
ment s’il est H-décomposable. 

Ceci achève la démonstration du lemme. 


Définition. La p-décomposition du réseau ['(a, b) s'appelle 
p-désintégration si les réseaux intérieurs de la décomposition ne sont 
pas de la forme [? (a, b) et ne sont pas p-décomposables ; la s-dé- 
composition de T'(a, b) s'appelle s-désintégration si les réseaux inté- 
rieurs de la décomposition ne sont pas de la forme LS (a, b) et ne sont 
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pas s-décomposables ; la Æ-décomposition de ['(a, b) s’appelle- 
H-désintégration. 

On remarquera que les réseaux l'£ et l£ (43) sont décomposables 
mais pas désintégrables. 


Exemple 6. Considérons le réseau de la figure 62. Il est évident 
que la décomposition de ce réseau en le réseau I" (a, b) et les réseaux 
T'(a, c)et l'(c, b) (voir fig. 63, a)) n’est pas une s-désintégration. 


es 


Fig. 62 
——e—— 0 J}' (7, b) O————0———— J (a, b 
a D a C ? 


<> £a, c) > LG, c) 


C O—0 q LG, a }) 


DL O0 |) 11e. b) 
(a) (b) 
Fig. 63 


puisque le réseau [°° (c, b) est de la forme [5 (c, b). Par contre, læ 
s-décomposition en [% (a, b) et en [ (a, c), [, (ce, d) et l; (d, b} 
(voir fig. 63, b)) est une s-désintégration. 

Cet exemple montre que le réseau [' (a, b) admet plusieurs dé- 
compositions. 


Définition. On dit qu'un sommet intérieur c d’un réseau L (a, b} 
dépend d'un sommet d du même réseau si chaque chaîne simple qui 
passe par c passe également par d. 


Définition. On dit que des sommets c et d d’un réseau T (a, b) 
sont équivalents s’ils dépendent respectivement l’un de l’autre. 


Définition. On dit qu’un sommet intérieur c d’un réseau T° (a, b} 
est minimal si, d étant un sommet intérieur quelconque de F (a, b} 
ou bien c est équivalent à d ou bien c ne dépend pas de d. 


Exemple 7. Considérons le réseau (a, b) de la figure 64. Le 
sommet f dépend de e; le sommet e est équivalent à g; les sommets c 
et d sont minimaux. 
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Des définitions il s'ensuit que les relations de dépendance et 
d'équivalence sont transitives, la deuxième étant de plus réflexive. 


Lemme 7. Si l'(a, b) est H-décomposable, alors l’ensemble des 
sommets minimaux est confondu avec celui des sommets intérieurs du 
réseau extérieur. 


Démonstration. Soit c un sommet minimal; montrons qu'il 
appartient à l’ensemble des sommets intérieurs du réseau extérieur. 
Supposons que ce n'est pas le cas. Alors c appartiendrait à un réseau 
intérieur. Il est évident qu'il dépendrait des sommets polaires de ce 
réseau. Comme le réseau extérieur est un Â-réseau, l’un au moins de 
ces sommets polaires serait un sommet intérieur du réseau initial 


C 





04 
Fig. 64 Fig. 65 


et c ne serait pas alors sommet minimal. Supposons maintenant que c 
est un sommet intérieur du réseau extérieur et montrons qu'il est 
minimal. Il suffit pour cela d’établir que c ne dépend d'aucun autre 
sommet intérieur d, c’est-à-dire qu'il existe une chaîne simple pas- 
sant par c, mais pas par d. Il est évident que le sommet d est ou 
bien un sommet intérieur du réseau extérieur et l’on se sert alors du 
lemme du sommet intérieur d’un A-réseau, ou bien un sommet inté- 
rieur d’un réseau intérieur (voir fig. 65). 

Désignons par e et f les pôles de ce réseau. On distinguera deux 
Cas. 

a) Le sommet e est confondu avec un pôle, a par exemple, le 
sommet f est confondu avec c. On applique alors le lemme 5. En 
tenant compte de la remarque de la page 173, on obtient une chaîne 
simple qui passe par c mais pas par d. 

b) L'un des sommets, par exemple f, n’est confondu ni avec un 
pôle du réseau, ni avec c. On applique le lemme 4. Et toujours d'a- 
près la remarque de la page 173, on obtient une chaîne simple pas- 
sant par c mais pas par d. 


Théorème 3. Si un réseau fortement connexe TV (a, b) est décom- 


posable et n’est pas de la forme T4 et T} (k > 3), il admet alors une 
désintégration unique. 
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Démonstration. Nous avons déjà vu que le type de désintégra- 
tion est unique. Il reste donc à prouver que cette désintégration est 
unique dans le cadre de ce type. 

Premier cas. Le réseau l' (a, b) se décompose en deux 
tranches parallèles. Divisons toutes les chaînes simples en classes. 
Deux chaînes simples A” et À” appartiendront à la même classe si 
et seulement si elles contiennent des sommets intérieurs (respective- 
ment c’ et c”) susceptibles d’être reliés par une chaîne simple Aer 
ne passant pas par les pôles (il s’ensuit que tout couple de sommets 
intérieurs de ces chaînes peut être relié par une chaîne simple ne 
passant pas par les pôles). Cette définition est correcte, puisque si les 
sommets intérieurs des chaînes A” et À” pouvaient être réunis par 
des chaînes simples ne passant pas par les pôles, et les sommets 
intérieurs des chaînes À” et À”, par des chaînes simples ne passant 
pas par les pôles, alors les sommets intérieurs de A’ et À” pourraient 
également être reliés par des chaînes simples ne passant pas par les 
pôles. On obtient donc une partition en les classes 


D É PRE  T 


et cette partition est unique. La partition obtenue engendre une 
p-désintégration en les réseaux 


Ti, (a, b), Tia, b), ..., T, (a, b) 


(les réseaux T; (a, b) (i = 1, ..., h) ne sont pas des réseaux 
T$ (a, b) et ne sont pas p-décomposables; de plus l’un d'eux au 
moins n’est pas trivial, puisque L'(a, b) == T£ (a, b)). 

Deuxième cas. Le réseau [' (a, b) possède des sommets 
séparateurs C1, . . ., Cn.1. Il est immédiat de voir qu'en cheminant 
sur une chaîne simple quelconque du pôle a vers le pôle b, on ren- 
contre les sommets séparateurs dans le même ordre (par exemple 
Ci» + + + Ch). Soient Fa, ci), Lo (cs, Co), « . ., Ta (Ch-1, bd) les 
réseaux formés par les portions de chaînes simples comprises entre 
les sommets correspondants. Comme pour le lemme 3, on montre 
aisément que ces réseaux ne possèdent pas de sommets communs dif- 
férents des pôles. On obtient une s-désintégration du réseau [' (a, b) 
en le réseau [Ÿ (a, b) et les réseaux F; (a;, c1), Lo (C1, Co), . . . 

» Ta (Cn-1 b), puisque F (a, b) lé (a, b). Par suite, l’un 

au moins des réseaux intérieurs n’est pas trivial. L’unicité découle 
de la construction. 

Troisième cas. Le réseau l (a, b) admet une 7-décompo- 
sition qui est unique en vertu du lemme 7. 

En effet, les sommets minimaux définissent tous les sommets 
intérieurs du réseau extérieur ; un couple de sommets minimaux ou 
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de pôles c et d définit une arête du réseau extérieur si et seulement 
s’il existe une chaîne simple reliant c et d et ne passant pas par 
d’autres sommets minimaux ou pôles. 
Ce qui prouve le théorème. 
Considérons un réseau [ (a, b). 
En le désintégrant (si cela est possi- 
ble) on obtient des réseaux présen- 
tant un nombre moindre d’arêtes. 
Désintégrons ensuite les réseaux in- 
térieurs qui peuvent l’être. En pour- 
suivant cette procédure on arrive 
| finalement à des réseaux qui sont soit 
Fig. 66 _ triviaux, soit indécomposables, soit de 
la forme F?, li (k > 3). Le système 
de tous les réseaux non triviaux obtenu par désintégration de 
T' (a, b) s'appelle désintégration canonique du réseau T (a, b). On 
a donc prouvé le 





Fig. 67 
Théorème 4. Tout réseau fortement connexe non trivial T'(a, b) 
qui est désintégrable admet une désintégration canonique unique. 


Exemple 8. Le réseau l (a, b) de la figure 66 se décompose en 
réseaux par désintégration canonique (voir fig. 67). 


$ 31. x-réseaux 


La classe des x-réseaux constitue une importante sous-classe de 
réseaux bipolaires de combinaisons à deux objets. 


Définition. On appelle x-réseau la superposition des réseaux 
T£ (a, b) et là (a, b). 
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Voici une autre définition équivalente: un réseau bipolaire, 
fortement connexe, de combinaisons à deux objets est un x-réseau 
si sa désintégration canonique est composée de réseaux de la forme 


T? (a, b) et Th (a, b). 

Exemple 9. Le réseau l (a, b) de la figure 68 est un x-réseau. 

À chaque n-réseau on peut associer un ensemble d’immersions 
d’un arbre dont les sommets non terminaux sont affectés des symbo- 
les p et s. Deux cas sont possibles : 

1) T' (a, b) = T'Y (a, b), où o = p ou 6 — s. Associons au réseau 
F, (a, b) un faisceau de h (h => 2) arêtes *) dont la racine est affectée 
du symbole o (fig. 69). 


Uy 


ne > b 
DT SS Z3 G 


ag 
Fig. 68 Fig. 69 


a 


2) T'(a, b) se désintègre en le réseau l'} (a, b) et les réseaux 
F, (a®, b@)), ..., , (a@), b@)) (o = p ou 6 — s). Menons à partir 
de la racine affectée du symbole o les k (h = 2) arêtes **) qui corres- 
pondent aux réseaux intérieurs (fig. 69). 

Aux extrémités des arêtes auxquelles correspondent des réseaux 
non triviaux associons un symbole différent de © (et que nous désigne- 
rons par © ***)). Ensuite pour chaque réseau non trivial l'; (a(*, b()) 
on applique soit le cas 1, soit le cas 2 et on construit des faisceaux 
aux sommets 6, et ainsi de suite (fig. 70). Dans l’immersion construite 
chaque faisceau contient deux arêtes au moins. Donc, à tout n-réseau 
correspond un ensemble d’immersions d’arbres. Aux n-réseaux non 
isomorphes correspondent des ensembles disjoints d’immersions 
d'arbres. Donc, le nombre de x-réseaux n'est pas supérieur à celui 
des immersions d'arbres. 

Considérons les immersions d'arbre correspondant au n-réseau 
de l’exemple 9 (fig. 71). Il est immédiat de voir que l’immersion 
associée à un x-réseau de À arêtes possède À sommets terminaux. 


#) L'ordre des arêtes est arbitraire pour o = p et correspond à celui des 
arêtes du réseau T? (a, b) pour 6 = s. 
**) Idem. 
*#*) OÙ © — s pour 6 — p, et O — p pour 6 — ss. 


12% 
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Ainsi, l'étude des n-réseaux peut être ramenée à celle des immer- 


sions d'arbres de forme spéciale. Montrons que ce lien permet d’éten- 
dre aux n-réseaux certains faits concernant les arbres. 





Fig. 71 


Théorème 5. Soit x (h) le nombre maximal de n-réseaux à h arêtes 
deux à deux non isomorphes. Alors x (h) < 4°}. 


Démonstration. Il est évident que le nombre cherché n’est pas 
supérieur à celui des immersions des arbres à À sommets terminaux, 
dont chaque faisceau d’arêtes incidentes vers l'extérieur contient 
deux arêtes au moins. Désignons par / le nom- 
bre d’arêtes d’un arbre de cette classe. On 
montre par récurrence que !{ < 2h — 2 pour 
h > 2. 

Base de la récurrence. Sile 
n-réseau contient deux arêtes (h—2), il est 
évident que l’arbre correspondant comporte 
deux arêtes terminales, c’est-à-dire que / = 2 
et l'inégalité a lieu. 

Fig. 72 Passage de la récurrence. 
Supposons que l’inégalité est réalisée pour les 
arbres correspondant aux n-réseaux compor- 

tant » arêtes au plus. Considérons un n-réseau T (a, b) à k + 1 arêtes 
et l'arbre correspondant (fig. 72). Si T'(a, b) = Tr(a, b), alors 
L—h> 72 et l'inégalité a lieu de toute évidence. Si FT (a, b) est 
désintégrable, le nombre m d’arêtes incidentes à la racine de l’arbre 
vers l'extérieur est égal à celui des arêtes du réseau extérieur de la 
désintégration de [L'(a, b) et, par hypothèse, m > 2. Les arbres 
D,, ..., D; correspondent aux réseaux intérieurs non triviaux de 
cette désintégration (£ < m). Désignons par L; et h; (i — 1,...,Ë) 
le nombre d’arêtes et le nombre de sommets terminaux de l'arbre D. 
D'après l’hypothèse de la récurrence, l; < 2h; — 2 (i = 1,..., 6) 
t t 





et de plus il est évident que D l;+m—l, Dh; +(m—t) =h. 
| i=1 i=1 


$ 31] ñ- RÉSEAUX 181 


On a 
t t 

1= ÿ l,+m<2> h;—2t+m— 
1—1 1-1 


t 
—2( 23 h;,+(m—t))—m=2h—-m<2h—2, 
i—=1 


puisque m > 2. 

Pour majorer x (k) on remarquera que dans chaque immersion 
d’un arbre de cette classe, les symboles p et s peuvent être distribués 
de deux manières. De ce fait, en se servant de la majoration pour le 
nombre d’immersions des arbres dont le nombre des arêtes est donné, 


on obtient 
nm (h) L'2-4%h-2 L 4, 


TROISIÈME PARTIE 


THÉORIE DU CODAGE 


Les problèmes de codage jouent un rôle fondamental en mathé- 
matiques. Le codage permet de ramener l'étude de certains êtres à 
celle d’autres. On connaît bien la place tenue par la représentation 
des nombres dans le système décimal. La méthode des coordonnées 
a beaucoup contribué à l’essor des mathématiques en ce sens qu'elle 
a permis de coder des êtres géométriques à l’aide d'expressions 


Code du I Message à La 
a LL 2 sortie 





Correction 
Source de du décodage 
Fig. 73 


analytiques. Cependant les méthodes de codage n'ont été qu’un 
outil auxiliaire et n’ont pas fait l’objet d’études. Les systèmes 
commandés ont donné une dimension nouvelle aux codes. Des 
études systématiques se sont avérées nécessaires dans le domaine de 
la théorie du codage. Les problèmes essentiels de la théorie du codage 
peuvent être illustrés sur un exemple emprunté au domaine des 
liaisons, exemple qui est schématisé sur la figure 73. 

Soit donné un alphabet X = {a,,..., a} composé d'un nombre 
fini de lettres. On appellera mot une séquence finie de symboles de Y : 


A=dili, ... An: 


Soient S (A) l’ensemble de tous les mots formés à l’aide de l’alphabet 
%, S’ un sous-ensemble de S. On appelle source d'information l'être 
engendrant des mots de S”’, et messages, des mots de S”. La source 
d’information peut être un appareil, l’homme, etc. Lorsqu'on a à 
résoudre des problèmes de théorie du codage, on fait appel en général 
à une information supplémentaire sur la source, qui consiste en une 
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description de cette dernière. Il existe plusieurs méthodes de descrip- 
tion des sources d'informations: 

a) la description ensembliste se traduit par la fixation des caracté- 
ristiques cardinales, par exemple, S” est l’ensemble de tous les mots 
de longueur donnée m; 

b) la description statistique revient à donner des caractéristiques 
probabilistes de S”, par exemple, S” — S, et à donner les probabilités 


Pi : - ., pr d'apparition des lettres a, . .., a, (> Pi = 1): 
= 1 


1— 

c) la description logique nous donne l’ensemble S” comme un 
« langage ». Elle caractérise les méthodes de construction de l’en- 
semble S”, par exemple, S” peut être engendré par un automate. 

Soit donné un alphabet $ où 


B — {b,, ..., bal. 


Désignons par B un mot et par S (8) l’ensemble de tous les mots 
formés à l’aide de l'alphabet $. 

Soit donnée une application # qui à chaque mot À € S’ (À) 
associe un mot 


B=F(A), BES (8). 


Le mot B sera appelé code du message A et le passage du mot À à 
son code, codage. 


En théorie du codage l’application F est définie par un algorithme. 


Exemple 1. a) Codage alphabétique. Considérons la correspon- 
dance entre les lettres de l’alphabet À et certains mots de S (#): 


ay —B;, 
Go — Bo (2) 
ar — B,. 


Cette correspondance s’appelle schéma et se note Z. Elle définit 
un codage alphabétique de la manière suivante: à chaque mot 
À — 4;,...d;n de S' (A) — S (A) est associé un mot B — B;,... 
... B;, dit code du mot A. Les mots B,, ..., B, s'appellent codes 
élémentaires. 

b) Codage uniforme. Soit {A:1, ..., A} un sous-ensemble de mots 
deux à deux distincts de S (A), de même longueur m. Il est évident 
que chaque mot À décomposable sous la forme 


AA 4 


l’est de façon unique. Supposons par ailleurs que S” (%) est un SoUs- 
ensemble de mots de S (A) admettant une décomposition de la 
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forme indiquée plus haut. Considérons le schéma 
Ai — B;, 


A;—8B,, 


où les codes élémentaires B; sont de même longueur. 

Le schéma 2 définit un codage uniforme de la manière suivante : 
à chaque mot À — 4; ... A;, de S’ ({) est associé un mot B — 
— B;, ... B;, appelé code de À. 

Le choix des codes est conditionné par plusieurs facteurs, notam- 
ment par 

— la commodité de transmission (par exemple, le code binaire 
est d’un usage technique aisé) ; 

— la commodité de réception (par exemple, les codes machines 
sont commodes pour le travail du processeur) : 

— la capacité maximale du canal de transmission ; 

— l’immunité contre les parasites ; 

— la réalisation de certaines propriétés de l’algorithme de codage 
(par exemple, simplicité du codage, décodage univoque), etc. 


(2) 


, 


6 | —* 
Fig. 74 


Le canal de transmission peut être figuré par un organe à une 
entrée et une sortie (voir fig. 74). Le code du message B est appliqué à 
l’entrée. A la sortie on obtient le code du message B”, où B” est un 
mot formé à l’aide d’un alphabet $’ et 


B' = f(B). 


Dans le cas le plus simple (un canal idéal sans bruit), c’est-à-dire 
dans le cas d’une ligne de transmission parfaite, B° = B (ou f (B) — 
— B), donc $°’ — $. Dans le cas général, le canal de transmission 
peut assurer la traduction des codes, et #° -£ $ (comme dans un 
calculateur). 

La source de bruits introduit des erreurs dans le canal de trans- 
mission d’où une déformation des codes à la sortie. Pour décrire 
la source de bruits on se sert de: 

a) la description logico-combinatoire qui consiste à indiquer les 
restrictions assujetissant le nombre d'erreurs unitaires ; 

b) la description statistique qui se traduit par la donnée des caracté- 
ristiques probabilistes de la source. 

Le code du message à la sortie est, dans le cas d’un canal sans 
bruit, un ensemble de mots formés à l’aide de l’alphabet 5° = %. 
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Cependant la source de bruits peut conduire à une situation telle 


que 
B' -£ B. 


Le message à la sortie est un mot formé à l’aide d’un alphabet @. 
Dans le cas d’un canal sans bruit, c’est-à-dire lors d’une transmission 
idéale, @ — Ÿ. 

Pour passer des codes des messages à la sortie à ces messages. 
mêmes à la sortie deux conversions sont nécessaires. 

Correction du code du message à la sortie. Cette opération n’est. 
possible que pour des codes de transmission spéciaux. Dans le cas 
où l’on a affaire à une transmission de messages, le passage a lieu de: 
B” vers B. 

Décodage. Il consiste à traduire le code obtenu par correction du 
code du message à la sortie, en le message à la sortie. Le décodage 
ne peut également être effectué que pour des codes de transmission 
spéciaux. Dans le cas d’une transmission des messages, le décodage 
est possible si existe l’application inverse F-1. 

Avec ce chapitre nous allons nous initier à la théorie du codage. 
Le but visé est de donner une idée sur: 

a) les principales classes de codes; 

b) les approches probabilistes et logico-combinatoires de des- 
cription des problèmes ; 

c) la nature des problèmes à résoudre ; 

d) les méthodes de résolution de ces problèmes. 

Dans les $ 32 à 35, on étudie le codage alphabétique. L'exposé 
s'articule sur deux problèmes: la possibilité d’un décodage univoque 
et la construction de codes à redondance minimale. Dans le $ 36 
on aborde une classe de codes dits uniformes. On se penche sur le 
problème de l'élaboration de codes stables aux perturbations. 


$ 32. Critère d’univocité du décodage 


On étudie un codage alphabétique pour les alphabets X et $ 
défini par le schéma : 

ai — PB, 

: ® 


ar —B,;, 


et l’on admet que S° (A) — S (A), c’est-à-dire que la source débite 
l’ensemble de tous les mots formés à l’aide de l’alphabet YA. Il est. 
évident que le codage alphabétique engendre une application de 
l’ensemble S (A) dans l’ensemble S ($). Désignons par Ss (8) 
l'image de S (A) par cette application. 

Le décodage est possible si l’application de S (A) sur S> (8) 
est une bijection, autrement dit d’après le code B on peut restituer 
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de façon unique le message initial À dont le code est B (on dit encore 
que le code B est déchiffrable). 

Exemple 2. Considérons un codage alphabétique pour lequel 
A — {a, a}, 8 — {b,, b,} et le schéma Y est de la forme 


dy — Di, 
ds — Did». 


Supposons que B° et B” sont les codes respectifs des mots 4’ 
et A”. Il est manifeste que si A’ À”, alors B° Æ B”. 

Le décodage se déroule comme suit. Divisons le mot B € Ss ($) 
en codes élémentaires. Pour cela on remarquera que chaque lettre 
b, du mot B est précédée de Ia lettre b,. Ceci permet de regrouper 
tous les couples (b,b,). Le reste du mot B ne sera constitué que de 
lettres b,. Si maintenant l’on remplace chaque couple (b,b,) par a 
et chacune des lettres b, restantes par a,, on obtient un mot À qui 
est l’image réciproque de B. 

Supposons que B — b,b.,b,b,b,b,b.b,b,. En groupant les couples 
({b.b,) on décompose B en codes élémentaires : 


B — D; (b1b2) (d10») Did: (b102), 
d’où l’on déduit le mot 
À = Gill oly@j@ 9e 


On pourrait exhiber une multitude d'exemples dans lesquels le 
codage alphabétique n’est pas biunivoque. La question qui se pose 
est de savoir s’il est possible de dire sur le vu du schéma > d'un 
codage alphabétique que ce codage est biunivoque ou non. La diffi- 
Culté de ce problème tient au fait que la vérification immédiate de la 
biunivocité implique l’examen d’une infinité de mots. 

Avant d’énoncer un critère général de biunivocité du codage 
alphabétique, considérons une condition suffisante relativement 
simple de biunivocité. 


Définition. Supposons qu'un mot B est de la forme 


B = B'B”. 


Le mot B” s'appelle début ou préfixe de B, B”, fin. 


Définition. On dit qu'un schéma Z définit un code sans préfixe 
si pour tous ietj ({<i,j<r,i- j)le mot B; n'est pas un préfixe 
du mot B;. 


Théorème 1. Si un schéma Z définit un code sans préfixe, alors le 
codage alphabétique est biunivoque. 
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Démonstration. Supposons qu’un mot B de S>; ($) se déchiffre 
de deux manières, donc admet deux partitions en codes élémentaires 


B=B;, te 3 Ds 
B=B;, ... B;;. 


Supposons que Bi,=B;,, ..., Bi,.,—B;,., B;,B;,. Dans se 
cas l’un des mots PB;,, B;,est le préfixe de l’autre. GC. q. f. d. 

L'exemple précédent montre que la condition d’être préfixe 
n'est pas nécessaire: Z peut ne pas définir un code sans préfixe, et 
le code alphabétique défini par Z être déchiffrable. 

Supposons que B—b;, ...b;, est un mot de S($). Désignons par 


£ le mot obtenu à partir de B par «inversion», c’est-à-dire que 


. + ee ee ee 


Exemple 3. Prenons pour Z le schéma de l'exemple 2. Alors > 
est de la forme 
dy — D, 


do GE b:4. 


2 définit un code sans préfixe, et, en vertu du théorème 1, le codage 
alphabétique sera biunivoque. 


Remarque. Les codages alphabétiques définis par les schémas X 


et 2 sont ou ne sont pas simultanément biunivoques. 
Cette remarque permet de renforcer le théorème 1. 


Théorème 2. Si l'un des schémas > et Ÿ définit un code sans préfixe, 


alors le codage alphabétique défini par È (resp. Ÿ) sera biunivoque. 
On peut exhiber un exemple de codage alphabétique de schéma X 


tel que À et Z ne définissent pas un code sans préfixe et le codage 
alphabétique soit biunivoque. 

L'exemple précédent ne convient plus pour cela, mais il peut 
être légèrement perfectionné. 
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Exemple 4. Soient X — {a,, a,, as} et 8 — {b,, b,, b3}. Consi- 
dérons le schéma 2: 


ay — D, 
Go — db», (2) 


Il est évident que Z et > ne définissent pas de code sans préfixe, 
bien que le codage alphabétique soit biunivoque. En effet si B ES >:(8), 
ce mot se décompose de façon unique en codes élémentaires : 

la lettre b, est immédiatement précédée de la lettre b,: distin- 
guons le couple (b,b,); 

la lettre b3 est immédiatement suivie de la lettre b,: distinguons 
le couple (b:b,); | 

une fois isolés tous les couples (b,b,) et (b,b.), il ne restera plus 
que les symboles b.. 

On supposera dans la suite que les codes élémentaires de Z sont 
deux à deux distincts. 

Avant de poursuivre notre exposé, introduisons quelques nota- 
tions: désignons par / (B) la longueur du mot PB, c'est-à-dire le 


ô 
5 D, Br, &, £° 

Fig. 75 
nombre de lettres de ce mot. En particulier, on admettra que 
L(B;) = l; pour les codes élémentaires B; (i = 1,...,r). Appelons 
L la quantité ! (B,... B,), c'est-à-dire la « longueur » du schéma 2. 

Soit 

B;=$"B;,...B; p (1) 


une décomposition non triviale du code élémentaire B;, c’est-à-dire 
une décomposition différente de la décomposition 


B;=8B; (BP —$"= A). 


Dans cette décomposition on admet que 

a) B” ne peut avoir un code élémentaire pour fin. 

b) f” ne peut avoir un code élémentaire pour préfixe. 

Le paramètre w peut être un nombre entier, positif ou nul. 

La relation (1) signifie que dans le code élémentaire B; on peut 
supprimer un préfixe f” et une fin $” de telle sorte que la partie 
restante se décompose en codes élémentaires (voir fig. 795). 
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Il est évident que tout B; admet un nombre fini de décompositions 
de la forme (1). Désignons par W le maximum des nombres w, pris 
sur toutes les décompositions de B;et sur tous les à, c’est-à-dire que 


W = max w. 


Exemple 5. Considérons le codage alphabétique défini par À — 
= {a, do, As Qu A5}, B = {b;, b:, b;} et le schéma 


A1 — Ü10», 
ds — 010 502, 
3 — Do0 3 


A — 105010 3, 
as — b,b;b,b;ba. 
Comme 6 > 7; > 2, on a W<3. D'autre part 


B; = 0301020903 = b:B1B3, 
donc W — 2. 
Désignons enfin par SV (%) l’ensemble de tous les mots de 
longueur AW, formés à l’aide de l’alphabet Y. Le est clair que 


SY (A) est un ensemble fini dont le cardinal est 2: r!. 


Formulons maintenant un critère de biunivocité LE cojare alpha- 
bétique. 


Théorème 3 (Markov Al. [12, 13]). Pour tout codage alphabétique 
défini par un schéma 2 il existe un N, tel que la biunivocité du codage 


alphabétique se ramène à celle du codage d’un ensemble fini SY° (X) et 
(WE) (L—r+2) | 
NE | : É 


Démonstration. Si la biunivocité d’un codage alphabétique est 
violée, il existe un nombre B qui admet au moins deux décodages 
différents A’ et A”. Pour prouver le théorème il suffit de montrer 
qu'on peut trouver un nombre B tel que A” et À” soient justiciables 


des inégalités 
, ” W+1)(L— 2 
L(A'), (AE [IEEE |, 


Un mot B admettant au moins deux décodages est dit érréductible 
si chaque mot B” déduit à partir de B par suppression d’une tranche 
non vide admet un décodage au plus. 

Il est clair que, dès le départ, on peut supposer que le mot B est 
irréductible. Considérons ses deux décodages A” et À”. Il est évident 


qu'ils donnent lieu à deux décompositions du mot B en codes élé- 
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mentaires : la décomposition supérieure T, et la décomposition infé- 
rieure T, (voir fig. 76). 

Considérons le produit 7 de ces décompositions, c'est-à-dire la 
décomposition obtenue par la décomposition simultanée de 7, et de 
T,. Répartissons les mots de la partition 7 en deux classes: dans la 
première on portera les mots qui sont des codes élémentaires, dans la 
seconde tous les autres. Il est évident que chaque mot de la première 
classe figure exactement dans une partition, tandis que les mots de 
la deuxième classe (ils sont représentés par des traits gras sur la 


77 4°” 
BE CRETE, 
72 
Fig. 76 


figure 76) sont à la fois les préfixes et les fins non vides de codes 
élémentaires appartenant à des partitions différentes. Montrons que 
les mots de la deuxième classe sont deux à deux distincts. Supposons 
le contraire, c'est-à-dire que 

8° £° 87 8 8° $P—=/$B"—=$. Alors 
B — B'R'B'B"B" = B'BB'"BPB". 


Ses Se 
ee On affirme que le mot B'$°B" 
b) = < qui se déduit à partir de B par 
suppression de la tranche B"$", 
c) es Ms admet au moins deux décoda- 
ges. Les mots 5” et 6” peuvent 
être disposés de quatre manie- 
a) — Cent res qui sont représentées sur la 


figure 77. Il est immédiat de voir 
que c) se ramène à a), et d) à b). 
Fig. 77 Pour cela il suffit dans c) et d) 
de modifier les rôles de 7, et Te. 
Dans a), en éliminant la tranche B'f$" et en rapprochant les 
tranches B'$" et B" on obtient la partition supérieure par juxtapo- 
sition des tranches de 7, et la partition inférieure, par juxtaposition 
des tranches de 7;. | 
Dans b), la partition supérieure s'obtient par juxtaposition d une 
tranche de la partition supérieure de B'$ et de la partition infé- 
rieure de B", la partition inférieure, par juxtaposition de la par- 
tition inférieure de B'$’ et de la partition supérieure de B7. 
Donc, dans tous les cas on obtient au moins deux décodages pour 
le mot B'B'B", ce qui contredit l’irréductibilité du mot initial. 
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Le nombre p de mots de la deuxième classe n’est pas supérieur 
à celui des préfixes non vides des codes élémentaires, c'est-à-dire que 


p << (1 (Ba) — 1) + (Be) — 1) +... + ((B,) —1) = EL —r. 


Les mots de la deuxième classe partagent le mot Ben L —r+'îi 
tranches au plus dont certaines sont éventuellement vides (voir: 


fig. 78). 
Soit f° — B?+1 — A. Considérons l’une des tranches comprises 
entre les mots Bet B/+1(j — 0,...,p): | 
B’ B, . LB pe 
Tous les mots B;,, ..., B;, de cette tranche appartiennent à une 


même partition du mot B, par exemple à 7,, et le mot 
BB; ... PB:  B"1=8B 


à une autre partition, par exemple à 7. Ceci étant, w < W. Donc, 


, LA P 
8 £ 
SC RE EC PES our Cr 
B 
Fig. 78 


à chaque tranche sont liés w codes élémentaires d’une partition et 
un code élémentaire de l’autre partition. 
Si maintenant l’on prend deux tranches adjacentes 
j , RrTiR, j+2, 
p’B;; Br Bjr .. B 


Dir, 
alors les codes élémentaires 

BL; Huie Bi, B;=fpiB;. . B,.. pi+2 
appartiennent à une partition et les codes 

Br, Sn es Bin B;:=fB; Re B;:,8"*: 


à l’autre (voir fig. 79). 

Par suite, aux tranches de la partition T comprises entre les 
mots B? et pi (la parité de j étant la même) correspondent les codes 
élémentaires PB; de la partition initiale (par exemple T;) et les groupes 
des codes B;,,..., B;, de la même partition pour une autre parité 
de j. De 1à on déduit sans peine une majoration pour le nombre 
maximal de codes élémentaires appartenant à la partition. Ce nombre 
n'est pas supérieur à 


ES at ee W<[ (+1) CESR 
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On obient 
, ” W+1)(L— 2 
L (A'), LAN IE | 


Si maintenant l’on pose V, — max (1 (A'), L (A")), il est évident 
que la biunivocité du codage est déjà violée sur l’ensemble SV (X), 
puisque À’, A” € SV (X). Ce qui prouve le théorème. 

Le critère d’univocité du décodage nous fournit un algorithme 
simple de reconnaissance de la biunivocité du codage alphabétique 


bjr" 
Br Br Br pl B,8 j+2 
J à, 7 . J*/ : ya 
PB Big GA Br By Br, 


B;" 
Fig. 79 


sur le vu du schéma Z. Il suffit pour cela de considérer l’ensemble 
des mots de longueur < W,, formés à l’aide de l’alphabet A, c’est-à- 
dire l’ensemble SŸ° (X), et de voir si le codage de cet ensemble fini 
est biunivoque. La taille de cet algorithme est grosso modo de l’ordre 
de ro. Il s’avère que cet algorithme ne peut pas être utilisé même 
dans les exemples simples. 


Exemple 6. Considérons un codage alphabétique (voir 
exemple 5). On a r—5, W=—2, L=-16. Si l’on prend W,—- 


[SHC | == [| — 19, on obtient 
2 Do 

rNo—511, 
c'est-à-dire un nombre très grand. 


$S 33. Algorithme de reconnaissance de l’univocité du décodage 


De la démonstration du critère d'univocité du décodage on peut 
extraire un algorithme assez efficace qui permet de dire si le décodage 
est possible. Cet algorithme se formule en termes de théorie des 
graphes (Markov Al. [12, 13, 14). 
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Supposons qu'un codage alphabétique est défini par le schéma Z : 
di — B;, 


. + + ee (2) 
a; — BP,. 


Pour chaque code élémentaire B; considérons toutes les représenta- 
tions non triviales de la forme 


B;=P'Bi ... Bi fr. (2) 


Désignons par $, l’ensemble contenant 

a) le mot vide A; 

b) les mots $ que l’on rencontre dans les décompositions de la 
forme (2) aussi bien sous la forme de préfixes que de fins. 

A chaque mot de $, associons un point du plan. 

Soient f”, B” € B,. Considérons toutes les décompositions de la 
forme 

B;=f"B; ... B; Ê". 


Relions les sommets correspondant aux mots $” et Bf” par un segment 
orienté (de fi” vers B”) auquel on affecte le mot B;,...B;,.Désignons 
par l'(>) le graphe obtenu. 


Théorème 4. Une condition nécessaire et suffisante pour que le 
codage alphabétique défini par le schéma Y ne soit pas biunivoque est 
que L'(Z) contienne un circuit passant par le sommet A. 

Démonstration. Condition nécessaire. Supposons que le codage 
alphabétique n'est pas biunivoque. Il existe alors un mot irréductible 
B de la forme (voir $ 32) 


B=—BDa Se Do PB 2 à Bip . "Bip . .P;p , 


tel que 


— RP AR. | 
B ,p=$ Bi .. Bip 


Donc, le graphe [(2) contient un circuit (voir fig. 80) passant par 
le sommet A. 


Condition suffisante. Supposons que [ (2) contienne un circuit 
passant par le sommet À (voir fig. 81). Alors le mot PB, où 


B=B;o Ra Bin 0P Ba ….. Bi 8 …. B°B;p . Bip. 
(#9) 


13—0382 
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admet deux décodages définis par les partitions 
B=(B;9) .….(B ,)(P'Ba Ba") (B;2) … (B;2,) (BB;s.…. Bis BV) …, 
B=(B;9... B;o P') (Ba)... (Ba) (B"B;z B ;2,6"). ja 


Ce qui prouve le théorème. 








PT RS ; A 
GR MN fut À 
Bo Nous es 
GA 
Fig. 80 Fig. 81 


Donc, l'algorithme consiste à construire le graphe l' (2) et à 
trouver les circuits passant par le sommet A. 


Exemple 7. Considérons le codage alphabétique (cf. exemple 5} 
défini par le schéma 


dy — 10», 
Ag — did so; 
dg — 030 3 (2) 


dy — D1020103 
a; — b20102090 ge 
On a les décompositions non triviales: 
B1 = (bi) (02), 
B3 = (b1) (b302) = (b:103) Das 
B3 = (be) (O3), 
By = (01) (020103) = (0102) (0103) = (b1020:1) (O3); 
B3 = (b2) (b10202b3) — (b2) (b102) (b2b3) — (0201) (b202b 3) — 
— (b,0102) (b2b3) — (b201b2bo) (ba). 
Il est évident que $, — {A, b,, b,b,} et qu’à cet ensemble sont 
liées les décompositions 
| B3 = (b:03) (b2); 
By, = (102) (0103) = B: (b103), 
B3 — (b2) (b102) (0203) = (da) PB1B3. 
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Ceci permet de construire le graphe T' (2) (voir fig. 81). Ce graphe 
contient un circuit engendrant le mot 


B = B;b;bsb:B.Ba 
qui admet deux décodages : 
B = (B;b:b3) (b2B1B3), ie. A° = @ûs, 
B = B;(b;b:b:) BB 1e. AÀ°"=— ajasaa3. 





Fig. 82 


Exemple 8. Considérons le codage alphabétique défini par le 
schéma 


di — D, 
ds — D20:, 
la Pere b,b:0, (2) 


Gay — D2b100», 
dr RE b2b3bab:. 
On a les décompositions non triviales suivantes : 
B3 — (2) D, — DB; 
B3 — (b1) (b2b2) — Bi (bebe); Ba = (bib2) (D) ; 
P, no (3) (81) (B202) = (d2) BP: (b20o) ; BP, 7 (2) (b1020:) _—. D2B3; 
By, — (0201) (bobe) — Ba (bob2); B, = (b20102) (02) ; 


B; = (b2) (b2b2b2) — (b20:) (D202) = (020202) (B2). 
13% 
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Il est évident que #, = {A, b,, b,b2, b:b,b,} et qu’à cet ensemble 
sont liées les décompositions 

B3 = 02B1; 

B3 — B; (beb2); 

B, — (03) Bi (0ob2); Bi = d2B3; By — B2 (bebe); 

B; — (b3) (boboba) — (baba) (0oba) = (baba) (be). 
On obtient un graphe [' (2) (voir fig. 82) ne contenant pas de circuit 
passant par le sommet A. Donc, le codage alphabétique défini par 


le schéma Z est biunivoque. Cette conclusion ne peut être tirée du 
théorème 2. 


$ 34. Sur une propriété des codes déchiffrables 


Les codes déchiffrables tiennent une place très importante en 
codage alphabétique. Nous allons démontrer deux propositions pour 
de tels codes. 

Soit le codage alphabétique défini par le schéma 2 


ai — Bi, 
(5) 
Ar — BP}. 


Désignons par g la valence de l'alphabet S et l; = 1 (B;) 
C=T, :.., 7). 


Théorème 5 (inégalité de McMillan [16]). Si Le codage alphabé- 
tique défini par le schéma 2 est biunivoque, alors 


| 
2-5 <1 


Démonstration. tous les mots de longueur n formés 
à l’aide de l'alphabet Y%X. Ils peuvent tous être engendrés par l’ex- 


pression 
(a +...+a,)", 
si l’on multiplie les parenthèses (par exemple à gauche) sans se servir 
de la commutativité et que l’on considère le produit 
di,di, és "6 din 
comme un mot de S (X). Il est évident que le symbole a;, appar- 


tiendra à la première parenthèse, a;,, à la seconde, etc., a;,, à la 
n-ième. On a 


(a +...+a.}— 2 _ indig +++ Gin. 


(itia-. tn) 
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On obtient les codes correspondant à ces mots si l’on remplace les 


symboles a,, ..., a. par les codes élémentaires B;,, . .., B, en se 
servant du schéma du codage alphabétique. On obtient 
(B+...+B,ÿ= D Bibi... Bin. (3) 
(iio...in) 


Le codage alphabétique étant biunivoque, si (ü, ..., i,) Æ 
£ (jy, +. Jn), C'est-à-dire Si Gi, ... din = Ajy ce Œjns AlOTS 


Bi... Bin Bee. Bine 


A l'identité (3) est associée l'identité 
{ 1 \n { 
(+ ln 2 es (@ 


(i1..- in) 
Il est évident qu'aux termes ayant même dénominateur de la somme 
de droite correspondent dans (3) les mots B;B;, ... B;, de même 
longueur. Introduisons les notations: 
t=li;+... +, 
v (n, t), nombre des mots B;,B;,... B;, de (3) de longueur t *) et 
l= max l.. 





. 1<i<r 
On obtient 
nl 
> { _ > Vv(n,t) 
lit: à -+lin Er gt : 


(is. .in) d t=1 
La biunivocité du codage alphabétique entraîne que 
v(r D < 4? 


donc 
nl 


d: RATES ni. 
qt 
t—1 
En combinant la dernière en nu avec (4), on trouve 


5 —+<Y ni nl. 
i=1 q° 
Cette inégalité est valable pour tout n. Comme son premier membre 
ne dépend pas de n, elle est valable pour n — co. 
On obtient en définitive 


1 
À 


*)v(r, t) = 0 s'il A pas de mot de longueur ? dans (3). 
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Ce qui achève la démonstration du théorème. Cette proposition 
est complétée par le 


Théorème 6. Si le codage alphabétique défini par le schéma 
2 gun BP, 


r — B;, 


est biunivoque, il existe .. un codage alphabétique donné par le 
schéma 


a; —B,;, 
Fe. (>) 
a —B,, 
qui définit un code sans préfixe. De plus, pour les codes élémentaires 
B;,..., B; qui sont des mots de S ($) on a les relations 
1(B;)=1(B;), ..., 1(B,)=1(B,). 
Démonstration. On peut Ferre que l L...<l,. D'après 
la biunivocité du codage SR et le . o on a 
1 
> Tr <1 
—1 9 
Répartissons les nombres Z,, ..., l, en classes de telle sorte que 
l; et l; appartiennent à une même e classe si et seulement si l; — l;. 
Supposons que nu ((<u<r) désigne le nombre de classes, et 
Ms os Aus Vis «+, Vu, respectivement les représentants et les 


cardinaux de ces classes. On peut admettre de même que 
M he Los he 
L'inégalité de McMillan s'écrit encore 














U 
D <1. 
i—1 gi 
Cette inégalité engendre de nombreuses inégalités auxiliaires 
v 
mA ZA ou v, LM, 
= Lgha— vighr-h, 
ed nee ee PO 
qu TM EL 
à A A CE 
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Considérons les mots de longueur À, de S(#). Comme v, <q, 
on peut choisir parmi eux v, mots de longueur À,. Désignons-les 


par B;, ..., By. Supprimons les mots qui commencent par 
Die vue Considérons ensuite l’ensemble des mots de lon- 
gueur hu qui ne débutent pas par B,, ..., B1.. Il est évident que 


ces mots sont au nombre de gr v, gu-M, Comme v, <q? — 
— v,g"-M, on peut extraire de cet ensemble Vo mots, que nous 
désignerons par By+1, . » Britvs Excluons les mots commençant 
par Byiri, ..., Buirv et ainsi de suite. En utilisant successive- 
ment les inégalités auxiliaires, on construit les mots B,, ... 


u 
: B,(r=Y v;). Si on les prend pour codes élémentaires, on 


i—=1 
obtient le schéma cherché ©’. Ce schéma définit un code sans 
préfixe et 
1(B!)=1(B,), ..…, L(B!)—1(B,). 


Ce qui achève la démonstration du théorème. 


$ 35. Codes à redondance minimale 


Soient donnés un alphabet A = {a, ..., a;}(r>2) et les 


probabilités pi, ..., p (Ù p;=1) d'apparitions des symboles 


&1, ..., @r. Soit donné par “ilioure un alphabet 8 —{b,, ..., b,} 
(g9>2). On peut alors construire plusieurs schémas 
a; — B;, 
ue (2) 
Ar —B},: 
définissant des codes déchiffrables. En particulier, on peut toujours 
prendre pour codes B;,, ..., B, des mots de longueur ! de S ($), 


où L = Jlog, rl. 

Pour chaque schéma ZX on peut introduire une quantité L,, appelée 
redondance du codage, qui est définie comme l’espérance mathéma- 
tique de la longueur d’un code élémentaire, c’est-à-dire que 


lm = à Pilis l—=1(B;). 


Il est évident que la quantité Îm (m > 1) indique de combien de 
fois s'accroît la longueur d’un mot par un codage défini par le 
schéma 2. 


Exemple 9. Soient r = 4, g = 2 et p1 = 0,40, p, — 0,25, ps = 
= 0,20, DE — 0,15. 
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Considérons deux schémas 


a; —00, a; —1, 

a>—01, , a>—01, 

a3—10 (2) 000 (2) 
a, —11, a, —001. 


Il est évident qu'ils définissent des codes déchiffrables. Trouvons leur 
redondance : 


Im—=2, ln—0,40+2.0,25+83.0,35— 1,95. 


Donc, la redondance varie lorsqu'on passe d’un schéma à l’autre. 
Ceci nous conduit à introduire pour la source d’information la quan- 
tité Z,, où 


I, = inf là 
> 


(la borne inférieure est prise sur tous les schémas Z qui assurent un 
codage biunivoque). 
Il est immédiat de voir que 


1< 14 < Nogyrl. 


On voit que pour construire des codes dont la quantité L,, est voisine 
de /, on peut ne pas tenir compte des codes dont /,, est plus grande 
que Jlog, rl. Donc, pour de tels schémas 


Pili < Hog, rl. 


Comme les termes dont p — 0 ne jouent aucun rôle dans le calcul 
de Îm, en posant p,; — min p;, on obtient 
D, 50 
l; < ]loga r'[ 
Px 
pour tous les à tels que p; = 0. Par suite, le nombre de variantes de 
valeurs de !m pour lesquelles Z, < Im < Ilog, rl est fini. Donc, la 
quantité L, est réalisée sur un 2 et peut être définie comme 
min 
D 
Définition. Les codes définis par le schéma Z avec ln = L, 
s'appellent codes à redondance minimale ou codes de Huffman [11]. 
Il est évident que les codes à redondance minimale donnent lieu 
en moyenne à un accroissement minimal de la longueur des mots 
par codage. Il y a donc intérêt à étudier le problème de la construc- 
tion de codes à redondance minimale. 
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Remarque. Le théorème de codage alphabétique biunivoque 
affirme l'existence d’un codage alphabétique définissant un code: 
sans préfixe qui fournit des codes à redondance minimale. Donc, 
pour construire des codes à redondance minimale on peut se con- 
tenter de codes sans préfixe. 

Passons maintenant à la construction de codes à redondance 
minimale. À chaque codage alphabétique définissant un code sans. 
préfixe on peut associer un arbre de code. Illustrons ceci sur un 
exemple. Soit donné un schéma de la forme suivante (r — 8, q = 4): 


ai — bb; P1 — 0,22 
As — Ds Pa —= 0,20 
as — bb, ps = 0,14 
ay — bib» D: = 0" 
as — bibobs ps — 0,10 
ag — bb, Pe — 0,09 
as — bb; pr — 0,08 
ag — b,bob, ps — 0,06. 
Il est évident que ce schéma définit un code sans préfixe et que 


Im = 0,20 + 2 (0,22 + 0,14 + 0,11 + 0,09 + 0,08) + 
+3 (0,10 + 0,06) — 0,20 + 2:-0,64 + 3:0,16 = 0,20 + 
+ 1,28 + 0,48 = 1,96. 


Les codes élémentaires définissent un arbre (voir fig. 83). 

Aux sommets terminaux de cet arbre correspondent des codes 
élémentaires définis par un che- 
min (une branche) issu de la 
racine, et auxquels sont affec- 
tées les probabilités d’appari- 
tion des codes élémentaires. 
Il est immédiat de voir que 
l'arbre dont les sommets ter- 
minaux sont affectés de pro- 
babilités détermine un schéma 
de codage alphabétique définis- 
sant un code sans préfixe. 





Considérons d’abord un cas Fig. 83 
particulier, notamment le cas 
où l’un au plus des nombres p,,..., p,est nul. Sans nuire à la géné- 


ralité on peut admettre que 
P1ZPe2Z... 2 Pr. 
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Lemme 1Â. Pour un code à redondance minimale, la condition 
P; < pi; entraîne que l; > l;. 


Démonstration. Supposons le contraire, c’est-à-dire que p; € p; 
et l; < l;. Alors, si dans le schéma 2: 


RS (E) 


. ee ee + e 


(2) 


de redondance /,, inférieure à celle du schéma ©. En effet, 
ln — lo = Œili + pil;) — il; + pli) = (pi — p;)  — 1) > 0. 


Ceci contredit la redondance minimale de Z. Ce qui prouve le 
lemme. 


Corollaire. Dans un arbre pour un code à redondance minimale les 
probabilités affectées aux sommets terminaux du l'-ième étage ne sont 
pas injérieures à celles affectées aux sommets terminaux du l”-ième 
étage si l” >> l. 

On étudiera dans la suite des arbres finis de degré maximal q 
(on appelle degré d’un sommet le nombre d’arêtes auxquelles appar- 


tient ce sommet). 


Définition. On dit qu'un arbre fini est saturé si les degrés de 
tous ses sommets à l’exception éventuellement d'un seul situé à 
l’avant-dernier étage, sont égaux à 0 ou à 9, et le degré du sommet 
excepté est égal à qo, où 2 < qo € Q. 

Il est immédiat de voir que le nombre Q, se définit de façon unique 
à partir de l’équation 

r=t(g — 1) + go. 


Calculons le reste de la division de r par g — 1 et convenons *) que 


g—1 si le reste est égal à 0 
do — (2) 


au reste si celui-ci est > 2. 


*) Le reste est -£1 s’il existe un sommet excepté. 
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Lemme 2. Sous les contraintes (5) il existe un code à redondance 
minimale dont l'arbre est saturé. 


Démonstration. Considérons deux transformations des arbres 
du type ci-dessus, qui n’accroissent pas la redondance. 

1. Suppression d'une arête dans le dernier étage. Si le dernier 
étage de l’arbre de code ne contient qu'une arête, alors à cet étage 
est lié le code élémentaire B — B'b avec la probabilité p et, de plus, 
le mot B’ n'est le préfixe d'aucun autre code élémentaire. Si l’on 
supprime cette arête et que l’on transfère la probabilité p au sommet 
d'où est issue cette arête, on obtient un nouvel arbre de code. A cette 
transformation correspond le passage du schéma Z au schéma 2° 
si l’on remplace dans X le code élémentaire B par B”. Il est évident 
que 


2. Transport des arêtes du dernier étage vers un sommet non saturé 
de l’arbre de code. Supposons que le dernier étage de l’arbre de code 
contienne au moins deux arêtes. Cela 
veut dire qu'il existe une arête au som- 
met terminal de laquelle est affectée la 
probabilité p (p > 0), et un code élé- 
mentaire B. Supposons qu'il existe par 
ailleurs un sommet non saturé situé 
dans le l’-ième étage (l <1—1). Dési- 
gnons par B°le mot correspondant à ce 
sommet. La non-saturation du sommet 
entraîne l'existence d'un symbole b; 
pour lequel B°b; n'est le préfixe d’aucun 
code élémentaire. Dans ce cas, on peut 
transporter l’arête mentionnée du dernier 
étage vers le sommet non saturé dans la direction de j. Donc, en 
remplaçant le code élémentaire B par B'b;, on déduit à partir du 
schéma © le schéma ZX”: 


ln = Em — pl + p (LL (BY) +1) < Line 


Les transformations À et 2 permettent de convertir tout code 
sans préfixe de la classe considérée, y compris un code à redondance 
minimale, en un code dont l’arbre est saturé sans pour cela accroître 
la redondance. Ce qui prouve le lemme. 

Exemple 10. En utilisant les transformations 1 et 2 on peut 
transformer l’arbre de code de la figure 84 en un arbre saturé. 

Calculons !}, pour ce code: 


ln = 0,22 + 0,20 + 2 (0,14 + 0,11 + 0,10 + 0,09 + 
+ 0,08 + 0,06) — 0,42 + 2.0,58 = 1,58. 





Fig. 84 
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La redondance de ce code est inférieure à la redondance initiale. 

Remarque. Considérons un code à redondance minimale dont 
l’arbre est saturé. Prenons le faisceau d’arêtes du dernier étage, 
incidentes vers l’extérieur au sommet excepté (voir définition de la 
page 202). Si ce sommet n'existe pas on prendra un faisceau quel- 
conque du dernier étage. Soit q le nombre d’arêtes, 2 < qo < 0. 
Par permutation des codes élémentaires de longueur maximale on 
peut faire en sorte que les sommets terminaux du faisceau considéré 
soient affectés des probabilités 


Pr-qp+1r + ++ Pr: 


Le code obtenu est dit réduit. Il est évident que pour un code réduit 
les probabilités p,_9,+1, . . .. p. Se définissent de façon unique, car 
elles le sont par le paramètre q, qui se déduit de façon unique à partir 
de l’équation (voir page 202). 

Dans l’exemple 9, si l’on fait r — 8, q — 4, on trouve 


8 — 36 + Go 


c'est-à-dire que f — q9 — 2. Au faisceau considéré sont affectées 
les probabilités p, et pa. 


Théorème 7 (de réduction). Soit donné un code sans préfixe arbi- 
traire à redondance minimale, de paramètres (r, q) et de probabilités 


P1::--., pr. Dans l'arbre de code correspondante, considérons le sommet 
dont les suivants qui sont en nombre q, 
2< Go < 


ne sont que des terminaux. 

Désignons par p;,..., pi, (pi, Z...2>pi,) les probabilités 
affectées aux sommets terminaux du faisceau d’arêtes considéré. Si 
r > q, alors en éliminant ce faisceau d’arêtes et en affectant le sommet 
terminal ainsi obtenu de la probabilité 


P= Pistes + Pins 


on obtient un arbre de code qui correspond à un code à redondance mini- 
male de paramètres (r”, a), où r° = r — qo + 1 et de probabilités 


Pis ces Pis=ts Pistts ces Pigg=ts Piggtts ces Prs D 


(pour i—=1 ou i,,—=r cette suite commence par Pi;+1 ou bien 
s'achève par Pig-1)- 

Démonstration. En effet, si le code obtenu n'était pas à redon- 
dance minimale, on aurait pu construire un code à redondance 
moindre pour les paramètres (r, q) et les probabilités p:, . . ., pr. 

Ce théorème, combiné avec les lemmes précédents, nous donne 
un algorithme de construction des codes à redondance minimale. 
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Il repose sur l’application du théorème de réduction au code réduit 
de paramètres (r, q) et de probabilités p1, . .., pr (bp >... > p}. 
Pour faisceau d’arêtes on prend les g) (2 < qo & 9) arêtes termina- 
les. Le paramètre a, est défini de façon unique par les données ini- 
tiales. Les probabilités 


Pr-go+is es Pr 


affectées aux sommets terminaux du faisceau sont également définies 

de façon unique par les données initiales, ce qui permet de trouver 

les paramètres du code, obtenus par réduction pour r > q. On obtient 
/ 


r=r—q +1<r, q —= q et les probabilités p1, . .., P,-q» P: 


OÙ P = Pr-qtt FT: Pr. 
Donc, l'application multiple de la réduction nous conduit à 


un problème dans lequel r < q et qui admet une solution triviale 
si l’on prend des mots à une e lettre pour codes élémentaires. 

Voici quelques exemples. 

Exemple 11. Soient r — 4, q — 2 et p, — 0,40, p, = 0,25, 
P3 = 0,20, p, — 0,15. Prenons $ — {0,1}. Dans le cas d’un alphabet 
à deux lettres, on peut concevoir la construction du code de la manière 
suivante 


—+ 0,60 — 0 
Pi 0,40 — 0,40 ———}—0,40 — 1 
— 0,35 — 0 
Po 0,25 + 0,25 — 
P3 0,20 — 0 
Ps 0,19 4 


Nous avons une réduction en trois pas. Les termes regroupables 
sont réunis par des crochets. Pour construire les codes il faut choisir 
pour chaque crochet une correspondance biunivoque entre les pro- 
babilités et un sous-ensemble de #. 

Dans notre cas associons 0 au nombre supérieur et 4 au nombre 
inférieur. Cheminons ensuite dans le sens contraire vers les symboles 
Pis + - +, pr et notons au passage des crochets le code correspondant. 
Par exemple le chemin 


0,60 — 0,35 — 0,15 — p, 


nous donne le code 001. On obtient ainsi le schéma suivant 


a; —1 
a>—01 
a3—000 


a; —001, 


206 THÉORIE DU CODAGE 


dans lequel on reconnaît le schéma ZX” de la page 200. Donc le code 
défini par 2” est à redondance minimale. 

Au cours de la réduction on classe à chaque pas les probabilités. 
par ordre de grandeur. Cette mise en ordre n’est pas toujours unique, 
car on peut se trouver en présence de probabilités égales. 

Exemple 12. Soient r — 8, q — 4 et pi — 0,22, p, — 0,20, 
Ps = 0,14, p, = 0,11, p; = 0,10, ps — 0,09, p, — 0,08, pg3 — 0,06. 
Prenons $ = {0, 1, 2, 3}. Il existe deux procédés de réduction: 


_0,44— 044 
P1 — 0,22 0,22 0,22: + p;=0:22 0,22 0,22 
Pe = 0,20 0,20 0,20 | p:—0,20 0,20 0,20 
0,14 0,14— 
Pa = 0,14 0,14— Pa = 0,14 0,14— 0,14— 
—0,14 
pi = 0,11 0,11 |— pi = 0,11 0,11 |— 
Ps = 0,10 0,10 ps = 0,10 0,10 
Pe = 0,09 0,09 Pe — 0,09 0,09— 
P7 — 0,08— P7 — 0,08— 
Ps — 0:06 P8 = 0,061 


De là on déduit deux schémas de codage alphabétique (en numéro- 
tant les termes entre crochets de haut en bas avec les nombres 
0, 1, 2, 3): 


ai —1 a; —1 

Gp — 2 ay —2 
— 00 A3—3 

a, —01 , a, —01 " 

| 
—03 ag—03 

as — 30 a—000 

ag—931 ag—001 


L'arbre de code pour >” est confondu avec celui de la figure 84. 

Considérons en conclusion la construction des codes à redondance 
minimale pour le cas où les probabilités p,, . . ., p. sont arbitraires, 
Pi>...2>p.. Si le nombre de probabilités nulles est plus grand 
que un, c’est-à-dire que p,, > 0 et 


Dit ss =D; =; r—ro > 1, 
alors on trouve d’abord la solution pour l’alphabet d'entrée de 
(ro + 1) lettres et pour les probabilités p1, . . ., p,, pr,+1 (Pr+1= 0). 


Supposons que Bi, « « +; Br, Br,+1 Sont des codes élémentaires pour 
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le code à redondance minimale. On supprime ensuite le code élé- 
mentaire B,,+., et pour les lettres a, +1, . . ., a. on prend pour codes 
élémentaires, les mots de la forme 


’ (ro+1) 
Br+1 = B,+18 7 7, 


B, D Dsrbe 


où LB) ,,, —=1(B") et tous les mots 27°*7, ..., B° sont: 
distincts. Il est évident que le code construit est à redondance 
minimale et sans préfixe. 


$S 36. Codes autocorrecteurs 


Nous considérons ici un cas particulier de codage uniforme. 

Soit À = {0, 1} un alphabet contenant deux symboles. Soit 
d'autre part {4:, 42, ..., A,} l’ensemble de tous les mots À — 
= A... Um formés à l’aide de l’alphabet À, de longueur fixe m. 
(S=27); 

Supposons qu'un canal de transmission est perturbé par une: 
source qui dans les mots de {4,,..., 4,} de longueur m, déforme. 
au plus p symboles. Cela veut dire que la séquence binaire obtenue à 
la sortie du canal se distingue de la séquence d'entrée en p positions. 
au plus. Il est clair que si l’on transmet le message initial & ... am. 
(sans le coder), il est impossible à la sortie du canal d'établir la 
nature du message envoyé. Il se pose ainsi la question de savoir s’il 
n'est pas possible de coder les mots À de l’ensemble {4,,..., 4.}, 
c'est-à-dire les mots de la forme «; . .. an par des mots f, ... B7 
de longueur / de telle sorte que d’après le code fi . . . B; obtenu à la 
sortie lors de la transmission du code $, . .. $, l’on puisse restituer 
ce code de façon unique et donc le message initial. Les codes jouis- 
sant de cette propriété sont dits aufocorrecteurs par rapport à la source: 
de perturbations considérée. 

Il est immédiat de voir que ce problème admet une solution 
triviale. Nous allons le voir sur un exemple de source de perturba- 
tions élémentaire pour laquelle p = 1, c’est-à-dire pour laquelle ne: 
sont possibles que deux perturbations: 0 — 1 ou 1 — 0. Le code 
autocorrecteur cherché s'obtient par triplement des symboles du 
code initial : 


1% . ee Üm Es (OA AT 410 Ze 107) e. + e mama m: 


En effet, si une erreur a été commise lors de la transmission de ce: 
code, alors l’un seulement des trois symboles d’un groupe a;a;a; 
est perturbé, les autres étant transmis fidèlement. Ceci permet par 
la méthode de « vote » de corriger les erreurs et de restituer le code 
(1010 « . + AmAmam), donc le message initial (41 . . . Qm). 


208 THÉORIE DU CODAGE 





La solution triviale n’est pas correcte, car la longueur du code 
est égale à Z — 3m et nous sommes amenés à des codes pour lesquels 
la source de perturbations peut entraîner un nombre d'erreurs plus 

, grand que p et alors il n’est 
À l'entrée À da sortie pas toujours possible de res- 
tituer de façon unique le mes- 


ae 8 Fu sage initial. 
AT BR, *R On doit à Hamming la cons- 


truction correcte de codes 
1 F2 Bi = Fe 
PA RS À, 8, +R) autocorrecteurs. Il a traité en 


détail le cas p — 1 à l’exposé 
duquel nous passons mainte- 
BB, * Jp, nant. 


Les messages @... Om 

| sont codés par les combinai- 
Fig. 85 * 

sons f,... By, où L'est la lon- 


gueur du code et ? = m + k. 

Il'est évident que cette source de perturbations donne lieu aux 
variantes suivantes (voir fig. 85). 

Donc, le nombre de variantes est égal à ! + 1. Pour que les 

positions supplémentaires du code f, ... B, suffisent pour coder 

les Z + 1 cas énumérés de transmission du code, il est nécessaire que 


2#>1+1 ou 2"<2!/(1+1). 


Pour ces raisons on choisira ! comme le plus petit entier vérifiant 
l'inégalité 


9m € 1/(141). 


Les constructions ultérieures se font en trois étapes. 
I. Construction des codes de Hamming 
(description de l’algorithme de codage). Partageons la tranche des 


entiers naturels (1, 2, ..., l) en X suites de la manière suivante: 
soit V un entier naturel arbitraire (1 < V < 1) et Vx ... V; sa 
représentation binaire. 

La suite 1, 3, 5, 7, 9, ... contient tous les nombres V dont 
V; — 4. 


La suite 2, 3, 6, 7, 10, ... contient tous les nombres V dont 
V, — de 

La suite 4, 5, 6, 7, 12, ... contient tous les nombres V dont 
V3 — 4. 
| La suite 2h 9h-1 + 1. : . contient tous les nombres V dont 
Va —— Â. 
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Les premiers termes de ces suites sont 
— 90 — 91 kR -1 
LS SR 


c’est-à-dire les puissances de 2 et de plus 2*1< 1, et 2 > 1 +1. 
Les termes B; de la combinaison f,,..., 6, dont l’indice à appar- 
tient à l’ensemble (1, 2, ..., 2*-1) s'appellent termes de contrôle, 
les autres, termes d’information. Il est immédiat de voir que les termes 
de contrôle sont au nombre de 4 et ceux d’information, au nombre 
de Z—k — m. 
Formulons maintenant la règle de construction de la combinaison 


B, -.. B, sachant la combinaison &;, ... «&m. On commence par 
déterminer les termes d’information 

Bs — Q; 

B; — Oo, 


Pe = 3; 


Donc, la combinaison des termes d’information rangés par ordre de 
orandeur est confondue avec la combinaison «&; ... «Mn. On définit 
ensuite les termes de contrôle 


B1 = Bs3 + B5 + Pr + . . . (mod. 2), 
Be = B3 + Ps + Pr +... (mod. 2), 
Be Bs + Be + Br + . . . (mod, 2), 


Î 


La sommation est effectuée sur les suites construites plus haut. 
Les seconds membres de ces formules sont visiblement constitués 
des termes d'information que nous avons déterminés plus haut. 
Désignons par AH l’ensemble de toutes les combinaisons f, ... ; 
construites. 

II Détection d'une erreur dans les codes 
de Hammin g. Supposons que (B, ... B;) € H5 et qu'une erreur 
a été commise dans le S-ième terme lors de la transmission du code 
B,... Br. Le mot reçu à la sortie du canal est B: ... fr, où 


Bi... Bi... Bo... Br. 
Soit Sx ... 91 la représentation binaire de S. Montrons comment 


on peut trouver S sachant le code f, ... fi. 


Considérons le nombre S’—S% ...8., où 
Si =; +$,+P;+8,+... (1-ière suite), 
S,=B,+8:+8+8+... (2-ième suite), 
Se =B,+B:+B; +6, +... (3-ième suite), 


14—0382 
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Tableau 41 
1% 2% 3 4% 5 6 7 1% 2% 3 L% 5 6 7 
001010101010 1111110! 01010 
1 110111010100! 111|1010 11 
011011101101! 0114111!01!1:11|!0 
110100101111 0l111l01!01!114|1 
1 1 0 | 011 11010 011111111|01!0 
0110011011 1|0/1|0|11|1011 
1 10101110 010110141110 
0 | 0 | 0 | 1 111111111111: 





On affirme que $ — S’. En effet, si $S, — 0, alors S n'appartient 
pas à la 1-ière suite et 


Bit Ba + Bs +R +... = fi + Ba + 5 + Br +... = 0 
donc S; = 0; si S; — 1, alors S appartient à la 1-ière suite et 
BP + Ba +R +R, +... = 1 + Pi + Pa + 5 + Bi +... =1 


donc S;—1. Donc S,—S:. 
On démontre de façon analogue que S,=S,, ..., S,—1893. 


D'où S — S”. 


Si aucune erreur n'a été faite lors de la transmission, alors de 
toute évidence S” — 0. Donc, le nombre S” permet de dire si une 
erreur a eu lieu et alors de localiser le numéro du terme S perturbé 
et de le corriger en le remplaçant par fs. 

III. Décodage. Il consiste à restituer le message initial 
C1 + : - Um Sachant fi, ... B;. Pour cela il suffit de toute évidence 
de prendre les termes d”° information dans f, ... Pr. 

Exemple 13. Construire un code autocorrecteur pour m = 4. 
Le plus petit nombre [ vérifiant l'inégalité 


& 

2 ——— L . 
est Z — 7. Donc # — 3. D'après l’étape I on obtient un code auto- 
correcteur qui est représenté dans le tableau 41. Les termes de contrôle 
sont suivis d’un astérisque. 
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Dans ce tableau on note d’abord dans les colonnes 3, 5, 6 et 7 
(les termes d’information) de haut en bas les combinaisons 0000, . . . 
., 4111. Ensuite on utilise les formules 


Bi — Ba + Ps + B7 (mod. 2), 
Be = 3 + Be + By (mod. 2), 
Bi = Ps + Be + B7 (mod. 2) 


pour remplir les colonnes 1, 2 et 4. 

Supposons qu'à l’entrée du canal on applique le code 0110011 et 
que la source de perturbations déforme le 5-ième terme (S = 5). 
On obtient à la sortie 0110111. Calculons le numéro du terme corrom- 
pu. On obtient 


Si; +; +B:+B—=0+1+1+1—1, 
Si=B+B+B+B=1+1+141—0, 
Sy=Bi+B;+B+B.=0+1+1+1—1. 


Donc, S’ — 101, c’est-à-dire que S” — 5. Nous avons trouvé le 
terme corrompu et S” —=S. 

Etudions en conclusion quelques propriétés géométriques des 
codes de Hamming. 

Traitons un cube unité à / dimensions comme un espace métrique 
sur lequel la distance p (f”, B”) de deux points B” — (f;, ..., fr) et 
B" — (B,, ..., fr) est définie comme suit: 


l 
p(B', B)— 2 Bi — fil. 


Il est manifeste que p (6°, P° à a le nombre de coordon- 
nées en lesquelles diffèrent les combinaisons B' et B”. 


Théorème 8. Pour toutes combinaisons B' et B” telles que $" = B” 
ei", PE Hion ap (6, B”) >8. 


Démonstration. Cette proposition sera démontrée si l’on exclut 
deux cas: a)p (B°,B”) = 1;b)p (B’,B") = 2. En effet, si p (B°, 8”) — 
— 1, une erreur sur l'unité est possible qui convertit le code B” 
en le code B”; si p (B”, B”) = 2, il existe alors une combinaison 
B" telle que p (6°, B”) — p (B”, B") — 1, c’est-à-dire que les codes 
B" et B” peuvent se transformer en le code $” si des erreurs sont 
commises sur les unités. 

Donc, dans les deux cas on ne pourra dire lequel des codes 
ou B” a été transmis, ce qui contredit le fait que le code 3 est auto- 
correcteur. C.q.f.d. 

Soit B° un point d’un cube unité à ! dimensions. 


Définition. On appelle boule de centre B° et de rayon p l’ensemble 
U? (B°) des points $ tels que p (B°, B) < p. 
14% 
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Définition. On appelle sphère de centre f° et de rayon p l’ensemble 
V? (B°) des points B tels que p (B°, B) = p. 

Il est évident que si le point $° est un point du « code », il se 
transformera, lors de la transmission par un canal perturbé par une 
source entraînant p erreurs au plus, en un point f tel que 


p (B°, B)<p, 
c'est-à-dire que le point B appartiendra à la boule U? (B°). D'où le 


Théorème 9. Pour qu'un ensemble H d'un cube unité à l dimensions 
soit un ensemble composé de codes autocorrecteurs pour une source de 
perturbations entraïnant au plus p erreurs, il est nécessaire et suffisant 
que quels que soient 6’ et B” (BP  B”) de H l'on ait 


p (B, 8) >2p +1. 


Pour prouver ceci on remarquera simplement que la condition 
p (B', B") > 2p + 1 revient à dire que les boules U? (B') et U? (B”) 


sont disjointes. Ceci veut dire à son tour qu’au code obtenu à la 
sortie du canal de transmission correspond un point qui appartient 


D! 


exactement à une boule. 


Ce théorème nous fournit une approche géométrique pour la 
construction de codes autocorrecteurs. À ce théorème est rattachée 
la proposition suivante. 


Théorème 10. a) Pour L — 2? — 1 le cube unité à L dimensions 
est une somme directe de boules unités. 

b) Pour ! = 2t le cube unité à l dimensions est une somme directe 
de sphères unités. 


Démonstration. a) Considérons un code de Hamming AH} dans 
le cube unité à Z dimensions, où Z — 2! — 1. Il est évident que 


k—=ti, m—2t—1—1, 


Considérons les boules unités centrées en les points de H?. Montrons 
que ce système de boules définit la partition cherchée. Ces boules 
sont disjointes deux à deux. Donc le nombre total de points de ce 
système est égal à 


(141) 2m = DtD2f 1-4 D pat 21, 


Donc, ce système de boules contient tous les points du cube unité à 
L dimensions. 

b) Soit Z — 2t, Si la dernière coordonnée est fixe, le cube à L 
dimensions peut être « découpé » en deux cubes à Z — 1 dimensions. 
Pour ces cubes il existe une correspondance biunivoque naturelle 
B° = B!, où 

, u 


B° re (B1 PR Pr-1: 0), B' + (B:, RE Pr-1 1). 
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Comme ? — 1 — 2 — 1, chacun de ces cubes à Z — 1 dimensions 
peut être, en vertu de a), représenté par une somme directe de boules 
unités. Choisissons dans l’un de ces cubes une partition en boules 
unités. On peut construire une partition dans l’autre en se servant 
de la correspondance biunivoque naturelle existant entre ces cubes. 





Fig. 86 Fig. 87 


Considérons le couple de boules homologues (cf. fig. 86) U+., (B°) 
et Ui.1 (B*). | 
Les deux boules unités à ! — 1 dimensions peuvent être trans- 
formées en deux sphères unités à Z dimensions (fig. 87). 
En effet, chaque boule unité à Z — 1 dimensions est la somme 
d'une sphère unité à ! — { dimensions et de son centre, c’est-à-dire 
que 


Ui-1 (B°) = V1 (B°) U {B°}, 
Ur: (8) = V1 (B) U {B1}. 


Il est évident que pour les sphères unités à Z dimensions on a 


Vi (B°) = Vis (B°) U{B}, 
Vi (B1)= Vis (B1)U {BR}. 
Donc, si l’on effectue cette transformation pour tous les couples de 


boules homologues des partitions, on obtient la partition cherchée. 
C. q.f.d. 


Définition. On dit qu’un ensemble de code appartenant à un 
cube unité à / dimensions et autocorrecteur pour la source de pertur- 
bations donnée est maximal si sa puissance est maximale. 


Corollaire. Le code de Hamming H}? est maximal pour 1 = 2! — 1, 


QUATRIÈME PARTIE 


QUELQUES APPLICATIONS 
À LA CYBERNÉTIQUE 





CHAPITRE 7 


FORMES NORMALES DISJONCTIVES 


$ 37. Notion de forme normale disjonctive. 
Minimisation des fonctions booléennes 


Soit donné un alphabet de variables {x,, ..., æ,}. 
Définition. Une expression de la forme 
K—ai&...&ri (is Zi, pour vu) 


s'appelle conjonction fondamentale. Le nombre r s'appelle rang de 
la conjonction fondamentale. On conviendra que la constante 1 est 
une conjonction fondamentale de rang 0. 


Définition. L'expression 
R— VV K;, (K;,ÆK; pour i;j), 
ii 


où K; (i = 1,...,s) est une conjonction fondamentale de rang r;, 
s'appelle forme normale disjonctive. 

Il est évident que la forme normale disjonctive 9 réalise une 
fonction booléenne f (x,,..., x,). Du chapitre 1 de la première partie 
il résulte que pour toute fonction f (x,, ..., x,), jf Æ 0, il existe 
une forme normale disjonctive % telle que 


Fes 1) = 


Pour une telle forme 9 on peut par exemple prendre la forme cano- 
nique disjonctive de f, c’est-à-dire 


2 O O 
= \/ a: &... & an. 


Exemple 1. Considérons la fonction jf (x,, x», xs) définie par le 
tableau 45 (page 227). Cette fonction peut être représentée par la 
forme canonique disjonctive 


M =ritots V Litots V Litots V Titats V titi. 
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Par une vérification immédiate on s'assure d'autre part que cette 
fonction peut être représentée par la forme normale disjonctive 


Vo — Lola \/ Li. 


Cet exemple montre donc qu'une fonction booléenne admet 
plusieurs représentations par des formes normales disjonctives. 
D'où le problème de savoir laquelle de ces représentations est la 
plus payante. A cet effet on introduit un indice de simplicité L (N), 
qui caractérise le degré de complexité de la forme normale disjonc- 
tive. 

On exigera de la fonctionnelle Z (%) qu'elle satisfasse aux axio- 
mes suivants. 

I. Axiome de positivité. Pour toute forme normale disjonctive 
L (R) > 0. 

II. Axiome de monotonie (pour la multiplication). Soit 
R=N" \ x'iK'. Alors 

L(R)>L(R' \V K'). 


III, Axiome de convexité (pour l'addition). Soit N —N, \/ Ye. 
Si MN, & No = 0, alors 


L(R)ZL (Ni) + L (Vo). 


IV. Axiome d'invariance (pour l’isomorphisme). Supposons 
qu'une forme normale disjonctive N’ a été obtenue à partir d’une 
forme normale disjonctive % par rebaptisation des variables (sans 
identification). Alors 


L(R')=L(R). 


Voici quelques exemples d'indices de simplicité pour formes 
normales disjonctives. 

1. L, (N) ou nombre des lettres-variables figurant dans l’écri- 
ture d’une forme normale disjonctive %. Pour les formes normales 
disjonctives N, et W, de l’exemple 1, ZL, (R,) = 15et L, (M) = 3, 
c'est-à-dire qu’au sens de cet indice la forme %, est plus simple que K.. 

2. L;, (X) ou nombre des conjonctions fondamentales entrant 
dans K. Pour les formes normales disjonctives Y, et À, il est évident 
que Lo (R,) = 5 et L, (R,) — 2, c’est-à-dire que la forme , est 
plus simple que la forme %X.. 

3. Lo () ou nombre de barres figurant dans Jt. Pour les formes 
K. et N, ilest évident que L, (R.) = 7 et L, (M) = 2, c’est-à-dire 
que la forme %, est plus simple que la forme X.. 

Il est immédiat de vérifier que chacun de ces indices satisfait 
aux axiomes indiqués. 

Il est évident que sur l’alphabet de variables {x,, . .., x,} on 
peut construire 3”* conjonctions fondamentales différentes (à la 
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conjonction « vide » est associée la constante 1). Il s'ensuit que le 
nombre de formes normales disjonctives sur cet alphabet de n lettres 


# D ñn e #” LA e e e. 
est égal à 23 . Introduisons la définition suivante en nous appuyant 
sur ce calcul. 


Définition. Une forme normale disjonctive % réalisant une 
fonction f (x, ..., x,) et admettant un indice Z (Jt) minimal s’ap- 
pelle forme normale disjonctive minimale pour L. 


Comme la suite de l’exposé est consacrée essentiellement à l’in- 
dice de simplicité L,, toute forme normale disjonctive minimale 
pour cet indice sera simplement appelée forme normale disjonctive 
minimale. Une forme normale disjonctive minimale pour l'indice 
Le Sera dite plus courte forme normale disjonctive. 

Revenons maintenant à l’exemple 1. 


4. La forme normale disjonctive NN, — æz,xs \/ x, est minimale. 
En effet, la fonction f (x,, x, x3) réalisée par cette forme dépend 
essentiellement des variables x,, x, et x;, donc ne peut être repré- 
sentée par une forme normale disjonctive contenant moins de trois 
lettres. 


2. La forme normale disjonctive N, — xoxa \/ x, est la plus 
courte, car la fonction f (x, Z+, æ3) qu'elle réalise n’est pas une 
conjonction fondamentale. 


8. La forme normale disionctive M, — x,x3 \/ æ, est minimale 
pour L,, car la fonction f (x,, x,, æ:) qu’elle réalise par rapport aux 
variables x, et x; n’est pas croissante, et, ces deux variables étant 
essentielles, cette fonction ne peut être représentée par une forme 
normale disjonctive contenant moins de deux négations. 

Notre but principal dans ce chapitre est de construire la forme 
normale disjonctive minimale pour Z d’une fonction booléenne 
f (t1, . - ., æn). Ce problème s'appelle problème de minimisation des 
fonctions booléennes. Nous allons montrer qu’il admet une solution 
triviale. On commence par construire dans un ordre quelconque 


e . . n 
toutes les formes normales disjonctives (qui sont au nombre de 28 } 
sur les variables x,, ..., x, 


APE 


On sélectionne ensuite celles qui réalisent la fonction f (x,, . . ., 4»). 
On calcule enfin les indices de simplicité des formes sélectionnées 
et par comparaison on trouve l’indice minimal. Cet algorithme est 
d’une réalisation très laborieuse car il implique l’examen de toutes 
les formes normales disjonctives, c’est-à-dire au moins 23” opéra- 
tions plus petites. On ne peut pratiquement pas l'utiliser à partir 
déjà de n = 3 (pour n = 1 et n — 2 le problème est trivial). Donc, 
il convient d'admettre que les algorithmes d'examen complet, c’est-à- 


$ 38] SIMPLIFICATION DES FORMES NORMALES DISJONCTIVES 247 


dire les algorithmes semblables par leur taille à l’algorithme trivial 
d'examen de toutes les formes normales disjonctives, sont interdits. 
dans la résolution du problème de minimisation. 

Attirons l’attention sur le fait que la théorie développée plus 
loin est valable pour tout indice de simplicité, donc l’étape initiale- 
de minimisation est identique pour tous les indices de simplicité. 
D'autre part on peut admettre pour la commodité que dans ces 
constructions il est question de l'indice Z., c’est-à-dire de la cons- 
truction d’une forme normale disjonctive minimale. Comme une 
forme normale disjonctive minimale pour un indice est susceptible. 
de ne pas l’être pour un autre *), la théorie élaborée pour un indice- 
n’est en principe pas valable pour un autre. Cependant le fait que 
ces théories présentent pas mal d'’affinités justifie l’étude de la 
minimisation pour un indice concret. 


$ 38. Simplification des formes normales disjonctives 
et des formes normales disjonctives non redondantes 


Soit Ÿ une forme normale disjonctive et 
K—N’VK, R—%\ zik”, 


où Æ est une conjonction fondamentale de %, K’ la forme normale 
disjonctive constituée des autres conjonctions de %, xt un facteur 
de X, K” le produit des autres facteurs de X. Considérons deux types. 
de transformations de formes normales disjonctives. 

I. Suppression d'une conjonction fondamentale. On passe de la 
forme normale disjonctive 9% à la forme %’ par suppression d’une- 
conjonction fondamentale ÆX. Cette transformation est définie si 
et seulement si N° — Y. 

IT. Suppression d’un facteur. On passe de la forme normale dis- 
jonctive 9% à la forme N° \/ X’ par suppression d’un facteur zx;1. 


Cette transformation est définie si et seulement si 
X' \V K'—W. 


Définition. Une forme normale disjonctive St qui ne peut être 
simplifiée par les transformations I et IT s'appelle forme normale 
disjonctive non redondante (par ces transformations). 


Exemple 2. Il est évident que la forme normale disjonctive 


R = 21 V 2ots Sera non redondante par les transformations I et II. 
En se servant de ces transformations on peut formuler un algo- 
rithme de simplification d’une forme normale disjonctive. (Cet 


*) Voir Vassiliev Y., Problèmes de cybernétique, vyp. 10, M.; Fiz- 
matguiz, 1963, p. 5-61; Mathématiques discrètes et problèmes mathématiques de 
cybernétique, M.; Naouka, 1974, Livre 3. 


2418 FORMES NORMALES DISJONCTIVES [CH. 7 


algorithme est évident. Il est une variante de l’algorithme de plus 
forte pente, puisque L(R)<L(R) et LR’ \V K)<L (KR). 
Il est immédiat de voir que parmi les formes normales disjonctives 
non redondantes de la fonction f (x,, . . ., x,) il y en a toujours qui 
sont minimales.) 

1. On choisit une forme normale disjonctive quelconque de la 
fonction f (x,, ..., x,) en qualité de forme initiale. Pour une telle 
forme on peut, par exemple, prendre la forme canonique disjonctive, 
car elle est simple à construire. 

2. Dans la forme initiale on ordonne les termes, puis les facteurs 
de chaque terme. 


Tableau 42 


f (x1, Xo, Xa) x3) f (x1, X2, X3) 





Exemple 3. Considérons la fonction f (x, x, xs) du tableau 42. 
Pour forme initiale prenons la forme canonique disjonctive et con- 
sidérons deux ordres des termes : l’ordre naturel et un ordre spécial: 


X' = LiToTs V TiToTs V ER V TTC V tint: V/ Zitots, 
P' = 212973 V Tatito V Totits V Titots V Tatito V Titots. 


3. On procède ensuite à l’examen de la forme normale disjonctive 
(de la gauche vers la droite); on essaye d’abord de supprimer les 


conjonctions fondamentales Æ; (i — 1, ..., s); si cela est impos- 
sible, on considère les termes ou de X ; de gauche à droite (v = 1,... 
V 
in) 


O 
K;,=1%&. . &L.r 
11 tr 


et on supprime le facteur x°v autant de fois qu'on le peut. 


V 
On passe ensuite à la conjonction fondamentale suivante. 
Une fois qu’on a traité toutes les conjonctions fondamentales, 
on repasse en revue la forme normale disjonctive obtenue, de gauche 


à droite, en vue de supprimer éventuellement des conjonctions 
fondamentales *). 


#*) La nécessité de ce réexamen peut être illustrée par un exemple (voir 
tableau 44). 
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En définitive on obtient la forme normale disjonctive cherchée. 
On a manifestement le 


Théorème 1. La forme normale disjonctive obtenue par l'algorithme 
de simplification est une forme normale disjonctive non redondante 
(par les transformations I et IT). 

Exemple 4. Soit la fonction f (x;, &:, xs) définie par le tableau 42. 
Prenons la forme canonique disjonctive pour forme initiale. Consi- 
dérons l’ordre défini par l'écriture de N° et étudions le fonctionne- 
ment de l’algorithme. 


4. La conjonction x,x,x,ne peut visiblement pas être supprimée. 
On peut néanmoins éliminer le facteur x,, puisque 


Lol 3 — LiloT3 \/ LiLoT 3. 


On obtient la conjonction x,x3 d’où l’on ne peut éliminer aucun 
facteur. 


2. On ne peut supprimer la conjonction x,#,r3. Par contre, on 
voit qu’on peut y éliminer le facteur x. On obtient donc la conjonc- 
tion x,x3 qui n’admet plus de simplification ultérieure. 

8. La conjonction x,,x, peut être supprimée, puisque 


Lis = Lil \LiT das 


4, Idem pour la conjonction x,x,x4 (voir no 1). 

0. La conjonction x.%,%, ne peut être supprimée. Par contre, on 
peut y éliminer le facteur x,. On obtient la conjonction non redon- 
dante tita. 

6. La conjonction x,x,x, ne peut visiblement pas être supprimée. 
On peut y éliminer le facteur x, et obtenir la conjonction x,x3. 

On obtient la forme normale disjonctive 


Lits V Lits V Lits V Lots. 


Le réexamen de cette forme ne laisse apparaître aucune simpli- 
fication. Donc, l'algorithme de simplification nous conduit à la 
forme normale disjonctive N, : 


Ni = ToT V tits V tits V Tots. 


Les calculs mentionnés peuvent être effectués comme l'indique le 
tableau 43. 

Considérons toujours la même fonction et prenons l’ordre (spécial) 
de sa forme canonique disjonctive, soit 


N° = zytots V ENTER V ToTiTs V titots V TaTiTe V TiTaTs. 
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Tableau 43 
2 
5 
ConjonC- | Nature de l’opéra- 
5 | Forme normale disjonctive et ordre considéré tion tion Ë 
© étudiée 
= 
L'citite V ditors V Gitote V titote V Zito%s | Suppression de z 
V titotg V Titots 
2 vos V'aicats \-mitota Vritors ZitoXs | Suppression de x 
V titots V Titotg 
8 |Zote V Lite V Litots V Tito V tita%s | Suppression de 
V aitrts V Titots T1%o%s 
Al œora Voies Vriars V'aitors V' ist Z1Zo%s | Suppression de 
L1ToTg 
ÿ Lots V Tits V Titots V Titots titots | suppression de x, 
6 Lots V Lits V Tite V Titita ZitoXs | Suppression de x: 
7 Tats V Zita V Tite V Zots 


Le deuxième examen ne donne {lieu à | Fin de l'algorithme 
aucune simplification 





Le tableau 44 donne les principales étapes du fonctionnement 
de l’algorithme correspondant à ce cas. On obtient la forme normale 
disjonctive 


No = Lots V Lits V tite. 


Cet exemple nous montre que le résultat de l’algorithme de sim- 
plification dépend du choix de l’ordre de la forme normale disjonctive 
initiale; ainsi 


Li (Y,) — 8, Li (N) — 6 


ou 


Li, (Ni) Li (No). 


Les formes normales disjonctives non redondantes peuvent être plus 
ou moins complexes et en particulier être différentes des formes 
minimales. D'où le problème de savoir s’il est possible de trouver 
pour toute fonction f(x;,..., æ,), en partant d’un ordre des termes 
donné, une forme normale disjonctive minimale à l’aide de l’algo- 
rithme de simplification. La réponse est donnée par le théorème 
suivant. 
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Tableau 44 
u 
: | Conjonc- | Nature de l’opéra- 
3 | Forme normale disjonctive et ordre considéré tion tion 
2 étudiée 
Premier examen de la forme normale 
disjonctive 
1 titots V tatito V totits V zitots | suppression de x, 
V titots V TsT1T9 V TiT:TS 
2 Los \ TatiTo V LoTiTa \/ %3%o%a V LaT1To suppression de x 
V dre V T1T2T 
3] Tots V Tito V Totits V Titots V Toit | suppression de x, 
V TsT1T V T1T2Tg 
4| zote V Tito V Tite V Titots V T1X%2%3 | Suppression de x; 
V Zstite V Titots 
5| zra V Tito V Tite V Tots V ttito | suppression de zs 
V TaT1T V UT2Tg 
6 TaTs V 21% V T1T V arts V Tito V TiToT T1 suppression de 
TiT2lg 
Deuxième examen de la forme normale 
disjonctive 
7 Lots V Tite V Tite V Lots V Tite tots | irréductible 
ts V T1 V rs V Log V T1To Z1To suppression de 
T1To 
9 Lola V Tite V EN MEL Lits irréductible 
10 ToTa V its V Lot \ tits Lola suppression de 
ToTg 
11 Lots V Lits V Tito To irréductible 
12 Lots V T1X3 V Tito Fin de l’algorithme 
Théorème 2. Soient f (x1, ..., x) une fonction booléenne quel- 
S 
conque (f=Æ0), N — V K; une forme normale disjonctive non 


41 
redondante (par les opérations I et II); alors pour un certain ordre des 
termes de la forme canonique disjonctive on peut obtenir la forme KR 
à l'aide d’un algorithme de simplification. 
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Démonstration. Considérons la forme canonique disjonctive de 

la fonction f (x,, ..., x,), ordonnée naturellement : 
N° — \V a &... &ro”. 
(O1, LES ,On) 
f(o1,. . ,0n)=1 

. OC 
Soit xt & ... & zx" un terme quelconque de cette forme. Comme 
f (61, . . ., On) = 1, la forme normale disjonctive non redondante 
contient au moins une conjonction K;, i — à (01, ..., 6,), telle que 


K i(o, ss On) — {, 


| : O;, O: 
d’où il s'ensuit que K,=—x;"&...&x;;". Ordonnons les facteurs 
du terme 21! & ... & zx» de telle sorte qu’en tête viennent les 
facteurs ne figurant pas dans Æ; et ensuite pêle-mêle les fac- 
teurs de Æ,. Donc 


af &... &an = Ko-Kio (0 —=(01, ..., 6,)). 


On obtient ainsi une forme normale disjonctive %’. Il est immédiat 
de voir que l’algorithme de simplification de la forme normale dis- 
jonctive À” conduit à l’un des résultats suivants: ou bien il supprime 
la conjonction K$,-K;4), ou bien il la transforme en la conjonction 
K'i(o Donc, la forme normale disjonctive W,, résultat du fonction- 
nement de l’algorithme de simplification, est constituée uniquement 
des conjonctions fondamentales figurant dans %’. D'autre part, 
%’ étant non redondante, on a 


R' =. 


Corollaire. Etant donné que parmi les formes normales disjonctives 
non redondantes il en existe nécessairement qui sont minimales pour L, 
l'algorithme de simplification permet de trouver une forme normale 
disjonctive minimale moyennant un choix convenable de l’ordre des 
termes de la forme canonique disjonctive. 


Remarque. Il ressort de la démonstration du théorème que pour 
construire des formes normales disjonctives non redondantes à l’aide 
de l'algorithme de simplification à partir d’une forme canonique 
disjonctive il suffit, si l’ordre des conjonctions est naturel, de faire 
varier simplement l’ordre des facteurs dans ces conjonctions. 

Donc, pour construire une forme normale disjonctive minimale 


il faut considérer tous les ordres mentionnés des termes de la forme 
gs’ 
canonique disjonctive N° — \/ X; et pour chacun d'eux effectuer 


i=1 
les calculs à l’aide de l’algorithme de simplification. Ceci permet 
d'évaluer la taille de cette procédure de minimisation. 
De la définition on voit qu’une première application de l’algo- 
rithme de simplification est relativement simple et comprend Z4 (K’) 
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vérifications de la possibilité de supprimer une conjonction, Zx, (Ki) 
vérifications de la possibilité de supprimer un facteur de Æ; (i — 
— 1,...,s’); la deuxième application comprend au plus Ze (N') 
vérifications de la possibilité de suppression de conjonctions. Donc, 
le nombre total de vérifications 


2 LL (Ki) +2L. (N°) <(n+2) 27. 


Le nombre total d'ordres des termes, ainsi qu'il résulte de la 
remarque, est égal à (nl) et *) 


on 
1)" En JE Et F " _ fr 108 +1) 
Donc, le nombre de vérifications pour tous les ordres n’est pas supé- 
rieur à 

(n 108 -%+1 )? 

2 -(n +2) 27, 

nombre qui est de beaucoup inférieur à 25%”, c’est-à-dire que cet 
algorithme est meilleur que l'algorithme d'examen de toutes les 
formes normales disjonctives. Cependant, la taille de l’algorithme 
de simplification reste très grande. 

Il reste encore à discuter un facteur influençant l'efficacité de 
l'algorithme : le choix de l’ordre des termes. Partageons les ordres 
mentionnés en «favorables » et « défavorables » selon que l’algo- 
rithme de simplification nous donne une forme normale disjonctive 
minimale ou non. Alors le rapport du nombre des ordres favorables 
au nombre de tous les ordres considérés est égal à la probabilité de 
construire une forme normale disjonctive minimale moyennant un 
choix aléatoire de l’ordre. On aurait pu évaluer ce rapport. Mais 
nous ne le ferons pas, car cette quantité est reliée à un algorithme 
concret et son estimation nous apprendra peu de choses sur la taille 
des autres algorithmes. Au lieu de cette quantité, on prendra pour 
mesure de la taille de l’algorithme une caractéristique similaire, 
notamment le rapport du nombre u (f) des formes normales disjoncti- 
ves minimales de la fonction f au nombre + (f) de ses formes normales 
disjonctives non redondantes, c’est-à-dire le nombre u (f)/x (f). 
Il s'avère qu'il existe des fonctions admettant un grand nombre de 
formes normales disjonctives non redondantes et un petit nombre de 
formes normales disjonctives minimales. On démontre qu'il existe 
une suite de fonctions {f,} pour laquelle 


h (hn)/t (fn) — 0. 


*) Puisque vais, on à nl=n [((n—1)-1) ((n—2).2) | < 


[Te 
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Ceci nous incite à penser qu'il est peu probable que les raisonnements 
statistiques puissent être d’une quelconque utilité pour l’algorithme 
de simplification. 


$ 39. Position du problème dans la forme géométrique 


Désignons par Æ£” l’ensemble de toutes les combinaisons 
{o1, . . ., an}. Cet ensemble peut être traité comme celui des som- 
mets d’un cube unité à nr dimensions. Comme nous ne considérons 





Fig. 88 Fig. 89 


pas de points autres que ceux mentionnés, nous appellerons l’ensem- 
ble £? cube à n dimensions et les combinaisons {œ,..., «,}, som- 
mets de ce cube. Les figures 88 à 91 représentent respectivement 
les projections de cubes à 3, 4, 5 et 6 dimensions sur le plan (sur la 
figure 91 les sommets ne sont pas des combinaisons mais les nombres 
naturels qui leur correspondent (voir page 10)). 


Définition. Soit Dir Oise ++ Oi, UN système fixe de nombres 0 
et 1, tel que 1 Li Lis L...<i, << n. L'ensemble de tous les 
sommets (œ1, @o+, . . ., &n) du cube £E? tels que 


Qi = Oiss Di, Oise co y Dir — Oir 


s'appelle face à n — r dimensions. 


$ 39] POSITION DU PROBLÈME DANS LA FORME GÉOMÉTRIQUE 225 


Il est évident qu'une face à nr — r dimensions est un sous-cube 
de E?, 





Soit f (21, Zo, . . ., &,) une fonction booléenne quelconque. Asso- 
cions-lui un sous-ensemble W; de sommets du cube £? de telle sorte 
que 


(dis 525 GrEN; 
si et seulement si 
(di os aus = 


Il est clair que la connaissance du sous-ensemble NW}; nous permet de 
définir la fonction f de manière unique. 


15—0382 
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Exemple 5. A la fonction jf (x,, x,, x;) définie par le tableau 45 
est associé l’ensemble 
N; — {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1)}, 


représenté sur la figure 92. 


63 
VS 
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Fig. 91 


Prenons pour fonction initiale une conjonction fondamentale 
K (x, ..., x,) de rang r, où 


(e] C: 
K (x1, Re EE CA 


Définition. L'ensemble NV, correspondant à la conjonction K 
s'appelle intervalle de rang r. 
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Il est immédiat de voir que l'intervalle V, de rang r est une 
face à n — r dimensions. 
Exemple 6. Aux conjonctions 


Ki (is Lo, T3) = ty & Ta, 
Ka (ti, Los Zs) =: & Los 
K3 (ti, Los Ls) = 1 
sont associés les intervalles 
Nx, ={(0, 0, 0), (1, 0, O)}, 
Nx,=4{(1, 0, 0), (1, 0, 1)}, 
Nx,={(1, 0, O0), (1, O0, 1), (1, 1, O0), (1, 1, 1)} 


respectivement de rang 2, 2 et 1. Ces intervalles sont (voir fig. 92) 
des faces respectivement à une dimension (arête), à une dimension 
(arête) et à deux dimensions. 

Signalons les propriétés évidentes de 
la correspondance introduite f = A; 

Si 


PO 2) 
Pise D) NME sus M) 





alors 
1 NSN,, N;,SN;; Fig. 92 


En particulier, si la fonction f (x,, . .., x,) se représente par la 
orme normale disjonctive 


R = K,\ .…. \/ K, 
alors de ces propriétés il s'ensuit que 
Nx,=N; (=: Der) 


Tableau 45 


X1 X2 X3 Î (xX1, X2, X3) X1 X2 X3 f (X1, Xo, x3) 





15% 
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c'est-à-dire que l’image d’une conjonction Æ; appartenant à la 
forme normale disjonctive de la fonction f est un intervalle situé à 
l’intérieur de l’ensemble W, et 


N;= Nr UNx,U ... UWXxs 


c'est-à-dire qu’à la forme normale disjonctive de la fonction f cor- 
respond un recouvrement de l’ensemble W; par les intervalles 
Na un Nr, 

Ï1 est immédiat de voir que la réciproque est également vraie: 
à tout recouvrement de l’ensemble W, par des intervalles situés à 
l'intérieur de l’ensemble W; correspond une forme normale dis- 
jonctive W de la fonction f. 

Exemple 7. Nous avons vu que 


M4 = titotsV TitotsV LitotsV Titots V Tito, 
No — LoT3 V di 
sont des formes normales disjonctives de la fonction f (x,, x, #2) 


(voir exemple 1). A ces formes correspondent deux recouvrements de 
l’ensemble W;: 


N;=NzUNKkUNKkUNkUNKx., 


Nx, = {(0, 0, 0)}, Nx,—=4{(1, O0, O)}, 
Nxr,={(1, 0, 1)}, Nx.={(1, 1, 0)}, WNx,={(1, 1, 1)}, 
Nxo={(0, 0, 0), (1, 0, O)}, 
dt 0, 0) (410 D: 0 OT D) 


L'un de ces recouvrements est ponctuel, l’autre formé d’une arête 
et d'une face à deux dimensions. 
Soit r; le rang de l'intervalle Nx, (il est égal à celui de la con- 
jonction X;). Le nombre r, où 
S 
r — > T'; 


11 


sera appelé rang du recouvrement. Nous pouvons maintenant formuler 
le problème de minimisation d’une fonction booléenne sous la forme 
géométrique (problème de recouvrement): trouver pour un ensemble 
donné NW}; un recouvrement par des intervalles de W;, soit 


N;=NrkUNxkU...UNr., 


dont le rang r soit minimal. 
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On peut donc considérer que le problème de minimisation d’une 
fonction booléenne admet deux positions. L’une, analytique (ini- 
tiale), l’autre géométrique (problème de recouvrement). On utilisera 
donc deux langages : le langage analytique et le langage géométrique. 
Dans bien des cas on se servira d’un langage combiné dans lequel 
par exemple les conjonctions seront appelées intervalles et les formes 
normales disjonctives, recouvrements. 


$ 40. Forme normale disionctive réduite 


Définition. On dit qu'un intervalle Nx contenu dans NW; est 
maximal (par rapport à W,;) s’il n'existe pas d'intervalle Wx- tel que: 

LNKkSNrxe N;; 

2. Le rang de l'intervalle Vx: soit inférieur à celui de l’inter- 
valle Vx. 

Exemple 8. Soient 


Ki (y, Lo, Ls) = Lo LL, 
Ka (Lys Los Ts) = Li & Lo, 
Ka (ty, Lo, Ts) = Li. 


Alors les intervalles VXx, et Vx, (voir fig. 92) sont maximaux, 
N x, ne l’est pas par rapport à W;,, puisque Vx, € Nx, et le rang 
de Vx, est inférieur à celui de Vx.. 


D] 


Définition. La conjonction XÆ correspondant à un intervalle 
maximal Vx de l’ensemble W; s'appelle implicant simple de la 
fonction Îf. 


Comme la condition NV x € Nx: équivaut au fait que tous les 
facteurs de Æ” sont contenus dans Æ, alors, dans un certain sens, 
on ne peut éliminer aucun facteur de l’implicant simple Æ de la 
fonction /, sinon, on obtiendrait (après suppression d’un facteur) 
une conjonction K' telle que Nr Œ N;. 

Signalons une proposition évidente : cat intervalle Nz, Nx & 
S N;, peut être élargi à un intervalle maximal. 

Soit 


No Noces Nos 


KŸ° K 


la liste de tous les intervalles maximaux de l’ensemble W,;. Il est 
aisé de voir que 


N;j=NoUNzoU... UN, 


puisque Vo = N};(i—1,...,m) et chaque point de NW}; appartient 
L 
à un intervalle maximal. La dernière égalité équivaut à la suivante: 


D AONERNNTS NPA 
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Définition. On appelle forme normale disjonctive réduite la forme 
qui est la disjonction de tous les implicants simples de la fonction f. 


Donc 
Dr = AV AÏV VEN 
est une forme normale disjonctive réduite de la fonction f. Il résulte 
des considérations précédentes que cette forme est définie de façon 
unique par la fonction et réalise la fonction f. 


Exemple 9. Pour la fonction f de l’exemple 6 on a le recouvrement 
suivant composé de tous les intervalles maximaux: 


N;=Nr,VNx.. 
À ce recouvrement est associée la forme normale disjonctive réduite 
Nr — Lo & T3 V di. 


L'approche géométrique fournit en même temps une méthode 
de construction de la forme normale disjonctive réduite. Cependant 
il est souhaitable aussi de connaître la solution analytique. 

Algorithme de construction d’une forme normale disjonctive 
réduite. Considérons une forme normale conjonctive (par exemple 
une forme canonique conjonctive) d’une fonction f (ty, . . ., Æn). 
Chassons les parenthèses, c’est-à-dire effectuons une transformation 
de la forme 


& \/ —+ \/ &. 


Puis, dans l’expression obtenue, éliminons les termes nuls, les termes 
absorbables et les termes doubles, c'est-à-dire effectuons les transior- 
mations 


K1K2 \/ Ki ee Ki, 
K:\/ K;, — K;. 


En définitive on obtient la forme normale disjonctive réduite. 
Exemple 10. Considérons la fonction j (x, x», xs) définie par le 
tableau 42. Sa forme canonique conjonctive est 


fai To &s) = (21 V 22 V xs) (ti V % V 3). 
Chassons les parenthèses et simplifions : 
(xs V To V x3) (2 V æ V Ts) + tit V TT V tits V Tite V 
V ToT V to%3 V LIT V TaT3 V Ta = Ti V Lits V 
V tit2 V tits V tits \ Tate 
La forme normale disjonctive réduite s'écrit 


Nr = it \ Zits V totz V Tite V LIT \/ tots. 


$ 40] FORME NORMALE DISJONCTIVE RÉDUITE 231 


Cette expression se déduit aisément par des considérations géomé- 
triques et correspond à un cycle d'arêtes (voir fig. 93). 
Exemple 11. Soit la fonction f (xs, Zo, Zs, du, 5)! 


4 pour 1<a+...+a;<3, 
O0 dans les autres cas. 


flo ap | 
Sa forme canonique disjonctive est manifestement 


$ — V 2 &... &xS" 


1<O1+...+05<3 


et Le (NM) — 25. À chaque face contenue dans W; correspond une 
conjonction fondamentale comprenant au moins deux facteurs barrés 





Fig. 93 


et au moins un facteur non barré. Dans le même temps, à chaque 
conjonction de la forme LitTh, oùiZj,iket j = k, correspond 
une face de l’ensemble W,. D'où il résulte que toutes les conjonctions 
de la forme x;r;ry GÆjizk, j  k) sont des implicants simples 
de la fonction f et 


Nr — . V . (itirr V tit; V xix;t) 
T, 9 
ik, LEE, JR 


est la forme normale disjonctive réduite pour la fonction 7. Il est 
évident que Z4 (Nr) = 3-Ci = 30. 

Cet exemple montre que la forme normale disjonctive réduite 
de la fonction f peut contenir plus de termes que la forme canonique 
disjonctive. 
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$ 41. Non-redondance du point de vue géométrique. 
Méthodes de construction de formes normales disjonctives 
non redondantes 


Définition. On dit qu'un recouvrement d’un ensemble W; com- 
posé de faces maximales (par rapport à N;) est irréductible si l’en- 
semble des faces obtenu par suppression de l’une d’elles n’est pas 
un recouvrement de V;. 


Définition. On appelle non redondante (au sens géométrique) 
la forme normale disjonctive correspondant à un recouvrement irré- 
ductible de l’ensemble W,;. 


Exemple 12. Pour la fonction f (x;, x, xs) définie par le ta- 
bleau 42, on voit sur la figure 93 que 


N;= NE UNE SU Na, 
est un recouvrement irréductible et que 
MN — Lots V tits V Tito 


est une forme normale disjonctive non redondante (au sens géomé- 
trique). 


Théorème 3. Les notions de forme normale disjonctive non redon- 
dante par les transformations TI et II et de forme normale disjonctive 
non redondante au sens géo- 

(0111) métrique sont équivalentes. 


N3 ? Dans la suite on parlera 
simplement de formes norma- 
les disjonctives non redondan- 
tes sans mentionner la défini- 
tion dont nous partons. 

À noter que les formes 

We normales disjonctives réduite, 
non redondante et minimale 

(7700) que nous avons définies sont 

reliées de la manière suivante. 






Ty 






ne NS ÈS 





(] 


LL 





(0000) N, (000) 1 Toute forme normale dis- 
jonctive non redondante se 

Fig. 94 déduit de la forme réduite 
par suppression de certains 
termes. | 


Toute forme normale disjonctive minimale (par rapport à Lx) 
est non redondante. 

Parmi les formes normales disjonctives non redondantes il en 
existe une qui est minimale (par rapport à L). 
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Considérons maintenant un exemple plus compliqué de construc- 
tion de formes normales disjonctives non redondantes faisant appel 
à des raisonnements géométriques. 

Exemple 13. Considérons la fonction f (x,, +, xs, æ,) définie 
par le tableau 46. La figure 94 représente l’ensemble W;. Cet ensemble 
comprend les faces maximales suivantes: les arêtes W,, N,, N> 
et les faces (à deux dimensions) W,, N,, N:, N,. 


Tableau 46 


f (X1, Xa, X3, X4) 


| 1 
sur les autres com- 
binaisons 





Donc, au recouvrement W, { N, U Nas U MN, U M U Ne U Nr 
correspond la forme normale disjonctive réduite. 

Les faces N, et NV, appartiennent à n'importe quel recouvrement, 
car elles seules recouvrent les points (0111) et (1011). Le point (0000) 
peut être recouvert soit par la face ÂW;, soit par la face W,. 

a) Prenons la face W,. Il reste à recouvrir les points (1100) et 
(1101). On peut le faire de deux manières : soit en prenant les arêtes 
N,et N,, soit l’arête N,. On obtient donc deux recouvrements irréduc- 
tibles : 


NMUNUNUMNUNs NIUN;UNUWe. 
b) Prenons la face V,. II reste à recouvrir les points (1000), 
(1100) et (1101). On peut le faire de deux façons: soit par les arêtes 


N;et N,, soit par les arêtes VN, et N,. Ici aussi on obtient deux recou- 
vrements irréductibles : 


NMUMNUNUMUNz, MUMUN,UNEUWz. 
Pour construire les formes normales disjonctives non redondantes 


on remarquera qu'aux faces maximales W,, ..., N, correspondent. 
les implicants simples 


Ki=tots, Ko—=tite,, Kat, Kitts, 


K;=ttsts, Ke titots, Ky— titan. 


234 


FORMES NORMALES DISJONCTIVES 


Ni — tr, V tity V Zotz V Totstr V Étite 
Mo = Lots, V] Tata V Lots V Titots, 
Na = Lite V Lite V] Lots V Lotsts V Tite, 


Ye = T0 V Tir Det V Zitots V Lits ; 


Lx (Jo) = 9, Ly (M) és Li (K3) — Lr (N) = 12. 


[CH. 7 


Passons maintenant à la construction de l'algorithme qui permet 
de trouver toutes les formes normales disjonctives non redondantes 
à partir de notions géométriques. 

Algorithme de construction des formes normales disjonctives non 
redondantes. Nous partons du recouvrement de l’ensemble NW; par 
le système de tous ses intervalles maximaux 


Soient NV; — {P;,.. 





Noos ss M 





K1° Kh° 
Tableau 47 
| | O1j | | O1a 
| Ojj | | Ojn 
Om1 | | Omj | | OmA 





., Pi}et P, un point tel que P,sé N; (on 


admet que f =£ 1). Dressons un tableau (voir tableau 47) dans lequel 


0 si P;EN x GE 2:45), 
CHA si PEN; (j=0,1,..., à). 


Il est évident que la première colonne est composée de zéros, puisque 
P;ÉN;,et que toute autre colonne contient au moins une unité. 
Donc, la première colonne est différente des autres. 
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Pour chaque j (0 < j < À) trouvons l’ensemble £; de tous les 
numéros des lignes dans lesquelles la colonne P; contient 1 (est dif- 
férente de la colonne 2,;). 

Soit Æ;—{e;;, ..., ejuxç). Formons l'expression 


à 
& (ejs V -.. Vejut;)) 


J—=1 
et effectuons la transformation 
&\ — V&, 


en traitant e comme des grandeurs booléennes. Dans l'expression 
obtenue supprimons les termes absorbables et les termes doubles, 
c’est-à-dire effectuons les transformations 


AB \| A = À, 
AV A=A. 


On obtient l'expression \/ &’ qui est une partie de l’expression \/ &. 
Il est évident que tout terme de \/&’ définira un recouvrement irré- 
ductible. 

Exemple 14. Considérons la fonction f (x1, x, x3) du tableau 42. 
Pour cette fonction l’ensemble NW; comprend 6 sommets numérotés I, 


Tableau 48 





IT, ..., VI. Les intervalles maximaux (voir fig. 93) sont les arêtes 
numérotées par les chiffres arabes. Dressons le tableau 48. 


On a 
E:={1, 6}, Ex = {1, 2} Er —{2, 3}, 
Exy={5, 4}, E y = {4, 9}, E y1 = {», 6}. 
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Alors 
V&=(1\V 6) (1 V 2) (2 V 3) (6 V 4) (4V 5) (5 V 6)— 
= (1 \/ 2.6) (3 \ 2.4)(5 \V 4-6) — 
— (1.3\/2.3.6\/1.-2.4\/ 2.4.6) (5 \/ 4.6) — 
= 1.3.5 \/ 2:3.5.6 \/ 1:2.4.5 \/ 2.4.5.6 \/ 
/1-3.4-6 \/ 2:3-4.6 \/ 1-2.-4.6 \/ 2.4.6 — 
1.3.5 2:3.5.6 \/ 1.2.4.5 \/ 1.3.4.6 \/ 2.4.6. 

On obtient cinq recouvrements irréductibles ou cinq formes 

normales disjonctives non redondantes: 
N = V ts V is 
No = Lits V Lots V tits V 23, 
Nes — tite V] tits V Lite V Lits, 
Vi = Lito V Lots V Tite V Lots, 
PR: = 723 \/ LiTo V LoTs. 

Deux d’entre elles, NN, et M, sont minimales. 

Cet algorithme est valable aussi pour l'exemple étudié à la pa- 
ge 233. Mais il peut être volumineux et pratiquement impropre pour 
les fonctions dépendant d’un nombre peu élevé de variables. Ceci 
tient à de multiples raisons: taille du tableau, complexité de la 
transformation &\/ — \/&, et en fin de compte au grand nombre 
de formes normales disjonctives non redondantes. Nous allons exhiber 
en conclusion un exemple de fonctions de quatre variables possédant 
un grand nombre de formes normales disjonctives non redondantes. 

Exemple 15. Considérons la fonction 

f (Lis Los Las Li) = Titotsts V LiTaT a 

Cette fonction est visiblement symétrique et sa forme normale 

conjonctive s'écrit 
ft Lo, Le, 23) = (1 V Xo V %3 V %) (4 V 2 V Ty V 2) 


ce qui nous permet d'écrire immédiatement sa forme normale disjonc- 
tive réduite 


Ye — Lite \V/ Lits V TT, V/ Tito V Lots V 


V Fr Vars Vies \/ nu V Hi V Ta \ Dit 
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De là on voit que l’ensemble NW; possède 12 intervalles maximaux 
qui sont des faces à deux dimensions (cf. fig. 95). Les faces maxima- 
les forment une sphère. Numérotons ces faces comme sur la figure. 
Pour analyser les recouvrements irréductibles il est commode d'’uti- 
liser le développement de la 

sphère sur le plan (voir 7 1170 A 

fig. 96). Dans ce développe- 
ment les extrémités gauche et 
droite (en traitillé) doivent 
être collées et les segments 
verticaux (en traitillé) con- 
verger. Les faces 1 à 3 for- 
ment la bande supérieure, les 
faces 4 à 9, la bande médiane 
et les faces 10 à 12, la bande 
inférieure. Vient ensuite l’énu- 
mération des recouvrements 
irréductibles en fonction du 
fragment de ce recouvrement 
dans la bande médiane. Cette 0007 
énumération envisage la possi- Pic. 95 
bilité de prolonger ce fragment ” 
dans les limites des bandes 
inférieure et supérieure. Il est particulièrement important de ne pas 
perdre de l'esprit les faces interdites (marquées du signe moins) et 
de recouvrir certains sommets (marqués d’un petit rond). Dans 





LL LD 
WE NNS, 


ERMMRE 


LIL 





Fig. 97 


chaque cas on calcule le nombre de variantes par la formule a-b-c, 
où a est le nombre de variantes dans la bande médiane, b dans la 
bande supérieure, c dans la bande inférieure. 

1) Aucune face de la bande médiane n’est prise. Pour recouvrir 
les points marqués (voir fig. 97) il est nécessaire de prendre les bandes 
supérieure et inférieure tout entières a-b-c — 1:1:1 = 1. 
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2) La face 4 de la bande médiane est prise. Pour recouvrir les 
points marqués (voir fig. 98) il faut prendre les faces 2, 3 et 11, 12: 
a-b.c = 6.1.1 = 6. 


| 7 
ALL LE 
D) 


Fig. 98 Fig. 99 





3) On prend les faces voisines 4 et 5 de la bande médiane. Pour 
recouvrir les points marqués (voir fig. 99) il faut prendre les faces 3 
et 114, 12: abc — 6.1.1 = 6. 





Fig. 100 Fig. 101 


4) On prend les faces 4 et 6 de la bande médiane. Pour recouvrir 
les points marqués (voir fig. 100) il faut prendre les faces 8 et 12: 
a-eb:c = 6.1.1 — 6. 

9) On prend les faces 4 et 7 de la bande médiane. Pour recouvrir 
les points marqués (voir fig. 101) il faut prendre les faces 2 et 12. 
Pour obtenir un recouvrement irréductible, il faut prendre l’une des 





Fig. 102 Fig. 103 


faces 1 ou 3 de la bande supérieure. Si l’on opte pour la face 1, on 
ne peut ajouter que la face 11 de la bande inférieure, puisque la face 
10 est interdite. Enfin si l’on choisit la face 3, on ne peut ajouter 
que la face 10 de la bande inférieure (la face 11 étant interdite): 
a-b:c = 3.2.4 — 6. 
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6) On prend les faces 4, 6 et 8 de la bande médiane. Pour recouvrir 
les points marqués (voir fig. 102) il faut prendre une face quelconque 
de la bande supérieure, par exemple la face 1. On peut alors prendre 
l’une quelconque des faces 11 et 12 de la bande inférieure (la face 10: 
est interdite): a-b-c — 2-3:2 = 12. 

7-8) Dans la bande médiane on prend trois faces dont deux sont 
voisines et la troisième située à une face des deux premières (voir 





Fig. 104 Fig. 105 


fig. 403 et 104). (Les deux variantes sont symétriques, donc il suffit. 
d'étudier l’une d'elles.) 

Pour recouvrir le point marqué (voir fig. 103) il faut prendre la 
face 12. Pour obtenir un recouvrement irréductible, il faut prendre 
encore une face de la bande supérieure, notamment la face 1 : a-b-c — 
= 6.1.1 = 6. 

9) Dans la bande médiane on prend quatre faces (non voisines 
trois à trois): les faces 4, 5 et 7, 8 (voir fig. 105). 

Pour obtenir un recouvrement irréductible, il faut ajouter une. 
face quelconque de la bande supérieure, par exemple, la face 1. 
On prend alors une face de la bande inférieure, la face 11, puisque: 
les faces 10 et 12 sont interdites: a-b:c — 3-31 — 9, 

On obtient en tout 58 recouvrements irréductibles, donc 58 formes 
normales disjonctives non redondantes dont 12 minimales. 


$ 42. Quelques formes normales disjonctives obtenues 
de façon unique 


La construction de formes normales disjonctives minimales 
à partir de la forme canonique disjonctive peut être caractérisée 
par le schéma suivant (voir fig. 106). 

On obtient d’abord la forme normale disjonctive réduite (qui 
éventuellement peut être compliquée à cette étape). Ce processus. 
« univoque » se transforme en un processus ramifié qui consiste 
à construire toutes les formes normales disjonctives non 
redondantes d’où l’on déterminera les formes minimales. L'étape 
la plus laborieuse de ce processus est la construction des formes. 
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normales disjonctives non redondantes (partie branchue du proces- 
sus). Il est toutefois possible d’alléger cette étape en procédant comme 
suit. 

a) Eliminer préalablement les termes de la forme normale dis- 
jonctive réduite ne participant pas à la construction des formes nor- 
males disjonctives non redondantes, et réduire par là même l’examen 


Forme canonique 
d'isjonctive 












Forme normale 
disjonctive réduite 


| Forme di 


forme normale dis- 
jonctève ro redoncante jonctive non redondante 


# 


7 | 
forme normale aisjonc- 
Live non redondante 













Forme n0 male) (orme normaie || forme nor male 
di fonc ti ve 70 |giSs jonctive non as jonc t [ve 
redondance redonaante minimale 







Fig. 106 


(en considérant les sous-ensembles de la partie restante de la forme 
normale disjonctive réduite). 

b) Eliminer une partie des termes de la forme normale disjonctive 
réduite de telle sorte que la partie restante permette de construire 
au moins une forme normale disjonctive minimale. Il est souhaitable 
que ce pas soit unique. 

Dans ce paragraphe nous allons construire deux telles formes 
normales disjonctives définies de façon unique. 


Définition. On dit qu'une face V;, maximale par rapport à l’en- 
semble W;, est nucléaire s’il existe un point « de NW; tel que & € Wx 
et que & n'appartienne à aucune autre face maximale (par rapport 
à LV). 


Exemple 16. Considérons la fonction f (x1, x, x3) du tableau 49. 
La figure 107 représente l’ensemble W; et les faces maximales W;, 4, 
et V;,. Il est immédiat de voir que V, et V, sont des faces nucléaires, 
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puisque le point (0, O0, 0) est recouvert seulement par W, et le point 
(1, 1, 1), seulement par V3. 


Définition. L'ensemble de toutes les faces nucléaires pour W; s’ap- 
pelle noyau. 


Dans l’exemple précédent {W;, N;:}est manifestement un noyau. 
Il est immédiat de voir que le noyau appartient à chaque recouvre- 
ment irréductible. D'où il résulte que les 
faces recouvertes par le noyau n’appar- 


tiennent à aucun recouvrement irréduc- 
tible. 


Définition. On appelle forme normale 
disjonctive de Quine la forme normale 
disjonctive Yo obtenue à partir de la 
forme canonique disjonctive par suppression 
de tous les implicants simples correspon- 





dant aux faces maximales recouvertes par Fig. 107 
le noyau. 
Théorème 4 (Quine [22]). Toute fonction f (x1, . . ., æn) (f Æ 0) 


admet une seule forme normale disjonctive de Quine. 


La définition de la forme normale disjonctive de Quine nous 
permet en fait de formuler l’algorithme de sa construction. 


Tableau 49 


0 
0 
0 
0 
1 
{ 
1 
1 


= LR OO Or = © © 
>» OR On © = © 
nn On DO Dr A 





Exemple 17. Pour la fonction définie par le tableau 49 on a la 
forme normale disjonctive réduite 


Tr = 2102 V tits V tits. 
16—0382 


242 FORMES NORMALES DISJONCTIVES [CEH. 7 


Le noyau {W,, N3} (voir page 241) recouvre la face W, à laquelle 
correspond l’implicant simple x,x3. La forme normale disjonctive 
de Quine s'écrit donc 


Na nr LiTo \V LiTge 


Ainsi, er supprimant quelques implicants de la forme normale 
disjonctive réduite on peut passer à une forme normale disjonctive 
définie de façon unique — la forme normale disjonctive de Quine — 
qui réalise la même fonction et contient toutes ses formes normales 


disjonctives non redondantes. 
Le pas suivant de la partie « univoque » du processus de minimi- 


sation est lié aux formes normales disjonctives de type ZT. 


Définition. On appelle forme normale disjonctive de type ZT 
la forme normale disjonctive notée Vsr, correspondant au recouvre- 
ment de l’ensemble W; par l’ensemble de toutes les faces maximales 
(par rapport à W;) qui appartiennent au moins à l’un des recouvre- 
ments irréductibles. 

Il est évident que Nzr s'obtient par la sommation logique (c'est-à- 
dire la disjonction) de toutes les formes normales disjonctives non 
redondantes de la fonction f et la réduction des termes semblables. 

Il résulte de la définition que chaque fonction f (21, . .., zh) 
admet une forme normale disjonctive de type ZT unique qui la 
réalise. Cette forme s'obtient à partir de la forme normale disjonctive 
réduite par suppression de certains termes. 


Le. À 


Définition. Soit a EN; On appelle faisceau passant par à 
l’ensemble D de toutes les faces maximales (par rapport à ;) 


contenant le point «&. 


Définition. Soient aEN ; et NKo une face maximale telle que 
GE Nr. Alors le point « est dit régulier (par rapport à Nx et 
N;) s’il existe un point BEN; NK, et Per 


Exemple 18. Soit la fonction f(x;, x, æx:) du tableau 49 
(voir aussi fig. 107). Prenons le sommet (0, 0, 4) pour point & 
et V, pour face maximale. Il est évident que «€ N,. Montrons 
que le point @ est régulier (par rapport à /V, et N;). Soit p— 
— (0, 0, 0). On a: Do = (Ni, N;}, Pr {Mi} et 


De [œs D-. 
B œ 
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Définition. On dit qu’une face VMxo maximale pour AW}; est 
régulière si chacun de ses points est régulier (par rapport à Vxo 
et à W;). 

Dans notre exemple, il est évident que W, est une face régulière 
contrairement à ÂV., et à Aa. 


Théorème 5 (Y. Jouravliev [21). Pour qu'un implicant simple 
K° d’une fonction f n'appartienne pas à 
une forme normale disjonctive Rysr, il est 
nécessaire et suffisant que la face maximale 
correspondante Nxo soit régulière. 


Démonstration. Vécessité. Supposons 
que X° est un implicant simple de la 
fonction f, que Æ® n'appartient pas à 
une forme normale disjonctive de type 
ST et que par absurde Vxo n'est pas 
une face régulière. Il existe alors un 





Fig. 108 


point a E Nxo qui n’est pas régulier. 
Soient B1, . .., 8, des points de l’ensemble NW; X Wxo (voir fig. 108): 


NX Nxo= {4 .. Bat. 
Par hypothèse 
De ED ... oo 


il existe donc des faces V,9, ..., N K° appartenant respectivement 


aux faisceaux D ie D; telles que 
Li 
q 


a EN yo CP a Nxo. 


De toute évidence 
Nr UNeU UWxo= We 


Ce recouvrement permet de construire un recouvrement irréductible 
de l’ensemble N;. Ceci étant, certaines faces Vxo, ..., Nx0 risquent 
1 


de disparaître, mais la face No figurera nécessairement dans le 


recouvrement irréductible, car elle seule recouvre le point a. On 
obtient que X° figure dans une forme normale disjonctive non redon- 
dante, donc dans une forme de type ZT. Cette contradiction prouve 
que Vxo est régulière. 


16% 
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Suffisance. Supposons que Vxo est une face régulière et montrons 
que À? n'appartient pas à une forme normale disjonctive de type ZT. 


Soient &, ..., «, des points de l’ensemble Vx, c'est-à-dire que 
Nre={a, .….., cu}. 


La face Vx étant régulière, il existe des points f:, LD: de 
N;yXNx tels que 


De =D... D =D. (x) 
Ba a 


Considérons une forme normale disjonctive non redondante % de 
la fonction f et le recouvrement irréductible correspondant. Dans ce 
recouvrement 


N;=N NU... L'M 


il est évident que les points B., ..., P; Sont recouverts respective- 
ment par les faces W;, ..., N;; (voir fig. 109). En vertu des inclu- 


sions (*) ces faces recouvrent les points 
Xi: ._ Qt: c’est-à-dire que 
Ni U... UWi,= Nr. 


Donc, la face Nxo n'appartient pas 
au recouvrement irréductible consi- 
déré et l’implicant simple X est une 
forme normale disjonctive %. Ceci 
achève la démonstration du théo- 
rème. 
Ce théorème nous donne le droit 
Fig. 109 de formuler l’algorithme de construc- 
tion d’une forme normale disjonctive 
de type ZT: il faut éliminer de la forme normale disjonctive 
réduite toutes les conjonctions correspondant aux faces régulières. 





Exemple 19. La fonction f (x:, Ze, xs) du tableau 49 admet, 
d’après ce qui précède, une face régulière V,. En l’éliminant, on 
obtient NV, | V3, ce qui nous donne la forme normale disjonctive 
Nr qui est confondue avec l'unique forme normale disjonctive 
non redondante de cette fonction. 

Il se pose la question de savoir comment sont reliées les formes 
normales disjonctives de Quine et de type ZT. 


Théorème 6. La forme normale disjonctive R., d'une fonction f 
se déduit à partir de la forme normale disjonctive de Quine No de la 
même. fonction par élimination éventuellement de quelques implicants 
simples. 
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La démonstration résulte d’un fait évident : toute face maximale 
absorbée par un noyau est régulière. 

L'exemple suivant montre que la forme normale disjonctive 
Ver peut être plus simple que la forme Yo. 


(f010) (001) (00070) (000) (01110) 





(17000) (10000) (00000) (00100) (01100) 
Lyd TT, 
(00001) 
Ty TyyTs 
(01001) 
Fig. 110 
Exemple 20. Considérons la fonction f (x, Zoe, Zs, Zu, ds) déti- 
nie par le tableau 50. La figure 110 représente la disposition des 


Tatleau 50 


0 
sur les autres combinaisons 


1 
1 
1 
1 
1 
0 





faces maximales pour W;, soit quatre carrés et deux arêtes. Pour 
cette fonction, on a la forme normale disjonctive réduite 


Nr = TiTas V ToTsTs V TT V LIT V titotsts, V Titstits. 


9 Le) 
L'arête Nes 


FA est une face régulière contrairement aux autres, 
donc 


Vs + TiTaTs \ Total: V LiToTs \/ TiTsTs Ÿ/ TiTaliTs. 
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D'autre part, comme le noyau constitué des arêtes 


xiXsXs ? Me ? Ness 
ne recouvre aucune face maximale ; on a 


No = Nr # Nr. 


Donc, le processus de minimisation peut désormais être caracté- 
risé par un schéma (voir fig. 111). Le processus branchu commence 
après la construction de la forme normale disjonctive Yyr. Il est 


Forme COnonique 
disjonciive 
Forme normale 
disjonctive réduite 
Forme normale 
disjonctive de Quine 


forme norrnaêe 








disjonctioe de type ET 
disjonctive non Forme normale 
r'ecoraarte disjonctive non 
redonaante 
Forme normale 
disjonctive 70n 
redonaante 









Forme #ormale 
dÉSfonctive 7101 
recoraoonte 


Forme MOT TIGE 
désjonctive non 
regondante 






Fig. 411 


possible certes de poursuivre la partie « univoque » du processus de 
minimisation. On peut par exemple pousser jusqu’à une forme nor- 
male disjonctive de type ZM (la somme des formes normales disjonc- 
tives minimales avec réduction des termes semblables). Mais on verra 
plus bas que cela complique considérablement l'algorithme. 


$ 43] NOTION D’ALGORITHME LOCAL 247 


$ 43. Notion d’algorithme local 


Les algorithmes de construction des formes normales disjonctives 
Ro et Rzr sont spécifiques. Ils reposent sur l'étude spéciale du 
recouvrement de V; par toutes les faces maximales, ce qui fournit 
une certaine information sur chaque face maximale. On voit par 
exemple si la face Nxo est nucléaire (appartient à chaque recouvre- 
ment irréductible) ou non; si elle est régulière (n'appartient à aucun 
recouvrement irréductible) ou non. On se sert ensuite de cette infor- 
mation pour éliminer certaines faces maximales: dans le premier 
cas les faces recouvertes par le noyau, dans le second, les faces régu- 
lières. | 
La notion de voisinage d’ordre u d’une face maximale Nxo de 
l’ensemble W; est essentielle pour la généralisation de ces algorithmes. 


Définition (par récurrence). L'ensemble S,(Nxo) = {Nr} s'ap- 
pelle voisinage d'ordre 0 de la face maximale Nxo. Soient définis les 
voisinages d'ordre 0, 4, ..., u — 1 de la face maximale WVxo. 


Alors le voisinage S,(Nxv) d’ordrel w de la face maximale Wxo 
se définit comme l’ensemble de toutes les faces maximales de W,; 
dont l'intersection avec S,1 (Nxo) n'est pas vide. Il est évident que 


So(Nxo) & Si (Nxo0) = .…. SE S,(Nr) = .….. 


à Exemple 21. Prenons pour Æ° la conjonction z,r, (voir fig. 93). 
lors 


So(Nxx) = {Ne} 
=) = 


SN) = Was N on ER 
SN) = WW Nos Nos Naxs}s 
SNS) = Wir Nos Nos Nos Ness Na} 
Su(Nas)=S:(Nzh u>8. 
Ici 
SN) (Nr) € Sa(Nax) € Ss(Nax) = Si(Nax)= 


Désignons par uw, le plus petit ordre pour lequel 
S'uo+-1 (Ne) — Su, (Nr). 
On voit sans peine (voir également exemple précédent) que 
So(Nr)eS (Nr)e ... EC Sy(Nx) = Su (Nr) —.. 


et de plus chaque voisinage d'ordre u (u > 0) contient au moins 
un point n’appartenant pas à un voisinage d'ordre u—1 si u < 
up — 1. D'où uw, < 27. 
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Fixons maintenant le paramètre w et étudions le recouvrement 
de l’ensemble NW; sur la base des informations recueillies sur ses voi- 
sinages d'ordre u. Cette étude rappelle l'établissement du plan 
d’une région sur la base des informations concernant des portions 
de cette région vues de points déterminés. 

Nous allons voir un exemple qui explique le sens de l'étude 
locale des recouvrements. Soient 


la forme normale disjonctive réduite d’une fonction f, 
N x9 this N x9, 
un recouvrement (par les faces maximales) de l’ensemble W,. 


Définition. On dit que des faces N,0 et N x sont connexes s'il 
? 


existe un u tel que 
N x9 Se (NW xo). 


Il est aisé de voir que l’ensemble de toutes les faces {WVx,} se 


décompose de façon unique en composantes connexes, c’est-à-dire 
en sous-ensembles dans lesquels tout couple de faces est connexe, 
alors que les faces des sous-ensembles distincts ne le sont pas. 

La question qui se pose est de savoir comment trouver la compo- 
sante de connexité d’une face arbitraire x. 

Repérons la conjonction ÆX° et examinons les conjonctions dans 
l’ordre dans lequel elles se suivent dans la forme normale disjonctive 
réduite. 

Si VNxo € S1 (Nx), on repère la conjonction Æ%. On passe ensuite 
à la conjonction X°. On repère cette dernière si et seulement si 
S:(Vxz2) contient des faces pour les conjonctions repérées, etc. L'exa- 
men de la forme normale disjonctive réduite nous permet de repérer 
certaines conjonctions. On commence ensuite un deuxième examen 
de la forme normale disjonctive réduite. Si l’ensemble des conjonc- 
tions repérées croît, on procède à l’examen suivant de la forme nor- 
male disjonctive réduite, etc. En définitive on arrive au cas (au bout 
d’un nombre d'examens inférieur à m) où l’ensemble des conjonctions 
repérées ne croît plus. On supprime alors toutes les conjonctions non 
repérées et le processus prend fin. L'ensemble restant de conjonctions 
n’est autre que la composante de connexité cherchée. 

On remarque qu’on commence d’abord par étudier le recouvre- 
ment à l’aide de voisinages d'ordre un et ensuite sur la base de cette 
étude on repère les conjonctions. Ceci revient à dire que chaque con- 
jonction est affectée d’une cellule de mémoire à deux états (« oui » 
et « non »). Il faut de plus une cellule pour indiquer si le nombre de 
conjonctions marquées croît ov non. 
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Pour deuxième paramètre prenons le nombre v des cellules admis- 
sibles de la mémoire binaire pour chaque conjonction. Fixons le 
paramètre v. 

Passons maintenant à la description des algorithmes locaux *} 
sur les recouvrements par des faces maximales de paramètres u et v. 
Le fonctionnement de l’algorithme se décompose en deux étapes. 

I. Etude du recouvrement. On étudie la forme normale disjonctive 
réduite dans un ordre donné et selon ce qui tombe dans le voisinage 
Sy (WKxo) de la conjonction Æ, c’est-à-dire selon la partie de la forme 
normale disjonctive réduite et l’information recueillie sur les con- 
jonctions de ce voisinage, on calcule les nouvelles valeurs y, . .., Ÿ 
des cellules de la mémoire pour Æ?. Ceci étant, on exige que les cal- 
culs soient conduits de la même manière pour deux formes normales 
disjonctives quelconques contenant la conjonction ÆX® et dont les 
voisinages de la conjonction ÆX° sont confondus avec les valeurs des 
cellules de la mémoire pour une conjonction du voisinage donné (ca- 
ractère local de la mémorisation de l’information). Sous certaines 
conditions, le processus de mémorisation de l’information est « con-. 
vergent » et peut donc s’achever. Dans ces cas on obtient une infor- 
mation finale définie par les valeurs des cellules de la mémoire pour 
les conjonctions de la forme normale disjonctive réduite. 

II. Prise de la décision. Les valeurs calculées des 
cellules de la mémoire des conjonctions de S, (Wx+) déterminent 
la possibilité de supprimer la conjonction Æ°. Cette procédure est. 
locale aussi, c’est-à-dire qu’elle est identique pour deux formes 
normales disjonctives quelconques contenant X® et dont les voisina- 
ges de À sont confondus avec les valeurs des cellules de la mémoire 
pour les conjonctions de ce voisinage. 

Il est aisé de voir que l’algorithme de détermination de la com- 
posante de connexité d’une forme normale disjonctive réduite conte- 
nant la conjonction X° est un algorithme local de paramètres u = 1 
et vu = 1. 

Dans la suite on admettra que f est telle que le recouvrement 
de l’ensemble W; par l’ensemble de toutes ses faces maximales forme 
une composante connexe. Dans le cas contraire, le problème de mini- 
misation à l’aide des algorithmes locaux se résout indépendamment 
pour chaque composante connexe. 

Supposons que f (xz1, ..., æ,) est douée de la propriété indiquée. 
Il est immédiat de voir qu'il existe un algorithme local de para- 
mètres u = 1, v = 2" qui permet de construire une forme normale 


disjonctive minimale. 





*) La notion d’algorithme local à été introduite par Y. Jouravliev (cf. 
DAN SSSR, 132, n° 2, 1960). Nous donnons ici une variante légèrement diffé- 
rente de cette notion. 
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Première étape. Mettons en correspondance biunivoque 
les collections {æ,, . .., æ,}et les nombres de l’ensemble {1, 2, . .. 
0. 


(Os 2e sm) rt (0, ass) 


A chaque conjonction ÆX0 de la forme normale disjonctive réduite 
de f associons le cortège binaire 


(Vs es Von) 


OÙ V? (@1, œ) — À si et seulement si Æ0 (œ, ..., &,) = 1. Il 


est évident que (y, . .., van) est un « code » pour la face Æ°. On 
étudie ensuite le recouvrement à l’aide des voisinages d'ordre un et 


on calcule les nouvelles valeurs de (y,, . .., y22) pour ÀX?comme 
une disjonction des cortèges pour le voisinage considéré. En procédant 
ainsi on calcule pour chaque conjonction de la forme réduite un cor- 
tège binaire qui sera le même pour toutes les conjonctions, c’est-à-dire 
le « code » de la fonction (par exemple, une colonne du tableau défi- 
nissant cette fonction). 

Deuxième étape. Définissons la règle de décision de la 
manière suivante : considérons une forme normale disjonctive mini- 
male quelconque de f et supprimons la conjonction envisagée si et 
seulement si elle ne figure pas dans ladite forme. Il est évident que 
cette règle est locale et nous conduit à une forme normale disjonctive 
minimale. 

Cette circonstance signifie que dans les algorithmes locaux il 
est nécessaire d'imposer des restrictions à la taille de la mémoire 
admissible de v. 

Montrons en conclusion de ce paragraphe que l'algorithme de 
Quine et l’algorithme de construction d’une forme normale disjonc- 
tive de type ZT sont locaux et estimons leurs paramètres. 

Dans le premier algorithme on étudie d’abord les conjonctions 
nucléaires. Pour cela il faut connaître les voisinages d'ordre un des 
conjonctions dans la forme normale disjonctive réduite et de se rap- 
peler des repères: on prend le repère 0 si la conjonction n'est pas 
nucléaire et le repère 1 si elle l’est. Pour prendre la décision de sup- 
primer une conjonction il faut connaître son voisinage d'ordre un et 
voir si elle est recouverte ou non par les conjonctions repérées de ce 
voisinage. On a donc un algorithme local de paramètres u = 1, 
vu = 1. 

Dans le second algorithme on s’assure d’abord si la conjonction 
considérée est régulière ou non. Pour cela on compare les faisceaux 
qui passent par les points de la face considérée (de la conjonction) 
et ceux qui passent par les points d’un voisinage d'ordre un de cette 
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face et qui ne sont pas contenus dans cette dernière, autrement dit 
il faut opérer sur les voisinages d'ordre deux. On affecte le symbole 1 
à une face régulière et le symbole 0 à une face non régulière. Ensuite 
on prend la décision de supprimer les faces portant le symbole 1 (les 
faces régulières). Donc, on a affaire à un algorithme local de para- 
mètres u = 2 et v = 1. 

On constate que les algorithmes locaux englobent de nombreuses 
classes connues d’algorithmes. D'autre part, les algorithmes locaux 
de paramètres w et v sont des algorithmes à taille limitée. 


CHAPITRE 8 


SYNTHESE DES CIRCUITS 
D'ÉLÉMENTS FONCTIONNELS 


Les convertisseurs discrets, c’est-à-dire des dispositifs (voir fig. 112) 
dotés d’un certain nombre d'entrées et de sorties tiennent une place 
importante dans la technique actuelle de calcul et de contrôle. Les 
signaux d'entrée et de sortie sont des éléments d’ensembles finis 





Fig. 112 


connus. Ces dispositifs transforment les signaux d'entrée en signaux 
de sortie. Une sous-classe intéressante de convertisseurs discrets est 
celle des convertisseurs dans lesquels le temps de conversion est sen- 
siblement inférieur à la durée des signaux (ou les convertisseurs dont 
on peut négliger le temps de conversion). Le modèle mathématique 
de ces dispositifs est constitué par les circuits d'éléments fonctionnels. 


$ 44. Notion de circuit d'éléments fonctionnels 


La notion de circuit d'éléments fonctionnels se définit en deux 
étapes. La première étape met en lumière la partie structurelle 
(diagrammique), la deuxième, la partie fonctionnelle de cette notion. 

Première étape. Définition d'un circuit d'éléments fonc- 
tionnels du point de vue de sa structure. Cette étape se décompose 
en plusieurs numéros. 

1°. Soit un ensemble fini F d'objets F; (i = 1, ..., r) appelés 
éléments. Chaque élément F; est doté de n; entrées et d’une sortie. 
La figure 113 représente graphiquement un élément F:. 

2°. À l’aide de ces éléments nous allons donner par récurrence 
une définition (géométrique) de la notion de circuit logique. Par 
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circuit logique ZX on entendra un objet (cf. fig. 114) doté de n entrées 
et de p sorties. 

a) Base de la récurrence. Un sommet isolé s'appelle 
circuit logique (trivial). Par définition, il est à la fois entrée et sortie 
(cf. fig. 115). Ici et dans la suite les flèches entrantes désigneront les 
entrées, les flèches partantes, les sorties. 

b) Passage de la récurrence. Cette partie repose 
sur l’utilisation de trois opérations. 

I°. Réunion des circuits disjoints. Soient 
Z'et >” deux circuits disjoints (sans éléments, entrées et sorties com- 





Îÿ 
pare 
£ntrées 
Sorties 
Fig. Ado Fig. 114 Fig. 145 


muns) respectivement à n et m entrées et p et q sorties (cf. fig. 116). 
La réunion, au sens de la théorie des ensembles, des circuits logiques 
disjoints Z”’ et Z "est un circuit logique ?, doté de toutes les entrées 


M 
= 


ARR PR ES 





Fig. 116 Fig. 117 


et de toutes les sorties des circuits Z” et >”. Le circuit ©, admet 
donc n + m entrées et p + qg sorties (cf. fig. 117). 

II. Adjonction d'un élément F;. Supposons qu’un 
circuit logique ©’ et un élément F'; (fig. 118) soient tels que nr; < p 
et que dans Z” on ait choisi n; entrées deux à deux distinctes j,, jo, 

os Înge Alors la figure >, s’appelle circuit logique obtenu par con- 


nexion de l’élément F; au circuit logique >”. Les entrées de Z, sont 
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toutes celles de ©”, les sorties, toutes celles de ZX” excepté celles 
qui portent les numéros j,, ..., Ïn;» plus la sortie de l'élément F;. 
Le circuit logique Z, admet n entrées et p — n; + 1 sorties. 
IT. Décomposition des sorties. Considérons la 
sortie ÿ d'un circuit logique ZX’ (fig. 119). La figure Z, s’appelle cir- 
cuit logique obtenu par décomposition de la sortie j. Les entrées 


AU Nc trs 





ESS 





Z 
Fig. 118 Fig. 119 Fig. 120 


de >, sont toutes celles de 2”, les sorties, toutes les sorties 1, . .. 
ss J—1,j+1,..., p du circuit >” plus les deux sorties résul- 
tant de j. Donc, 2, présente n entrées et p + 1 sorties. 
3°. Soient donnés les alphabets de variables X — {x;} et Z — 
— {z;} *). Considérons un circuit logique Z à n entrées et p sorties. 
On appelle circuit d'éléments fonctionnels un circuit logique 
dont les entrées et sorties sont affectées de lettres différentes x;,, . .. 


NZ 


Fig. 121 


- Ti, 0t 2j, - .., Zj, appartenant respectivement aux alphabets 
X et Z (voir fig. 120). Désignons le circuit obtenu par 
2 (Pr sus Di Aires) 
Citons quelques exemples de circuits. 


4. Supposons qu’un ensemble F est composé de trois éléments 
(cf. fig. 121). 


*) Le symbole {x;} désigne l’ensemble de tous les zx;, où à parcourt l’en- 
semble (ou un sous-ensemble) des entiers naturels. 
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Alors le schéma 2, de la figure 122 sera un circuit, puisqu'on 
peut le construire à partir de F à l’aide des opérations I°, II° et III°. 
Les étapes de la construction sont représentées sur le tableau 51. 


Zy Z T3 Ty 





27 
Fig. 122 Fig. 123 


2. Le schéma Y, de la figure 123 est également un circuit (voir 
tableau 52). 

Dans la suite nous aurons affaire à des exemples de circuits dont 
l’entrée est à la fois sortie et présentant éventuellement plusieurs 


sorties. 


Deuxième étape. Définition du fonctionnement d'un 
circuit. 

4. Soit 2 (ts, ..., Æn3 Z1, < . ., 2) Un Circuit d'éléments 
fonctionnels *). Associons-lui un système d'équations (fonctions) 
booléennes 

24 = fa (dy, +, Tn); 


2h = fp (Lis ++. Ln) 
appelé aussi conductibilité du circuit. Pour cela à chaque élément F; 
de l’ensemble F on associe un opérateur logique f? (..., ..., ...) 
à n; places défini par la fonction booléenne f? (y:, . .., Yn,). On 
définit ensuite par récurrence la conductibilité du circuit. 


*) Sans nuire à la généralité on peut admettre que les numéros des variables 
sont les premiers termes de la suite des entiers naturels. 


‘256 SYNTHÈSE DES CIRCUITS D'ÉLÉMENTS FONCTIONNELS [CH. 8 


Tableau 51 


Circuit logique Méthode d'obtention Circuit logique Méthode d'obtention 














On prend deux I On applique l’o- 
DR hu circuits  logi- pat = pération I à I 
Id id: ques triviaux. | 
ro (Base de la récur- 
ARR rence) BL AE 
Dans II, on dé- On branche les 
I compose  les| Z éléments «—» 
sorties 1 et 2. aux sorties 2 
Opération III et 3 du cir- 
(2 fois) cuit JIJ. 
12 d4 Opération II 
4 | (2 fois) 
{2 d 4 


On branche les 
éléments «\/» 
aux sorties 1 
et 2 du cir- 


On branche les 
éléments « &» 
aux sorties (1, 
2) et (3, 4) du 


circuit IV. cuit V. Opéra- 
Opération II tion II 
(2 fois) 





a) Base de la récurrence. Le circuit Z est un circuit 
trivial (cf. fig. 124). Dans ce cas l’équation est de la forme 


31 — 1 
et la conductibilité est aussi une fonction identique. 
b) Passage de la récurrence. Soient >’ et >” 
deux circuits disjoints aux entrées et sorties desquels sont affectées 


respectivement des lettres différentes (fig. 125). Supposons d'autre 
part qu'aux circuits 


/ . " . 
> (x, .….., Lh , Z1 .….., 2h); > (Lost ..., Lntm , Z p+19 .. Z p+q) 
sont associés les systèmes d'équations 


24 = f1 (T1: …. Th); Z p+1 = J p+1 CRT ..) Lots 
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Tableau 52 





Méthode d’obtention 


Circuit logique Méthode d’obtention Circuit logique 

















On prend quatre On applique l’o- 
I circuits  logi- I => | pération I 
' cn Vel cn ler ques triviaux 11 | (3 fois) à I 
| 
Fe 723 
On branche l'élé- 4 On décompose la 
I ment « & » aux sortie 2 dans 
sorties 2 et 3 IT. 
du circuit Il. \&/ Opération III 
| Opération II | 
HAE 12 34 
4 On branche les On branche l'élé- 
éléments « \/ » Ty La, ment « &» aux 
aux sorties (1, 4 sorties (1, 2) 
2) et (3, 4) du du circuit V. 
| circuit IV. Ÿ/ Opération II 
Opération I] 
(2 fois) V7 VW 
12 
\/ 
Zy 
J. Au circuit », (dis + + +, Tntms 715 Zp+g) réunion des 


circuits 2° et 2”, associons le système d'équations, réunion des équa- 
tions (+) et (4x) : 


Z1 Er à (t4, co.) Tps Lntgs cs NET LA 


e. e . . . e e. . e. e e e e. e e 3 e 


RE (Lss cs Lns Tntys Tntm)s 


/ 
Z p+1 = fp+1 (Lis cs Xns Ln+ys ce. Lntm) 


/ \ 
fus ++. fn ne dépendent pas essentiellement des variables 
, LA Q 
Lh+1: ss Ln+tm: et În+1, ..….. În+a des variables T1) ..., Th et 


fi = fi Fe fr = fps fp+1 = fptis es Îp49 = Jp+a. 
17—0382 
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IT. Supposons que le circuit 


Zo (4, .. Th ; Z1» ..….) Zj1—1) 25,+1) ... Tin, 19 Tin, +19 ... Zps 2h41) 


a été déduit à partir du circuit 2° (x, . . ., Œn3 21» + + ., Zp), par 
adjonction aux sorties Z,,, . :., Zin, (n; L p) de l’élément F; et 


soit z+,1 la nouvelle sortie. Associons à ce circuit le système d’équa- 


T, ... Z, Dee Them 
Ty 
s. S 7 
24 Z, ve. 2 Zn ZLisg 
Fig. 124 Fig. 125 


tions obtenu à partir de (x) par élimination des lignes jÿ1, . .., jh, 
et par adjonction de la ligne 


Zi = fi (fi (las ss Lu), 02, fe (ns 
On obtient 


21 = fi (di: …. D): 


Zj,—1 1.4 (x, .. te), 


2j,+1 = ]j,+1 (x, ..) Ta): 


Zin,-1 = Jin,-1 (T1, #6 Tn); 


Zin,+1 . Tin ,+1 (t4s +. Zn), 
2p = Jp (M: .….., Le 
2 a TU (insistant, Jin, Cris ss moe 


III. Supposons que le circuit Ëg (y, + «+ Tn3 21 + + + Zps Zp+1) 


a été obtenu à partir du circuit 2° (tu, . . ., T3 21» + + es Z2p) PAT 
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décomposition de la sortie j en deux sorties z; et z,,.. Associons à ce 
circuit le système d'équations 


21 = Ja (Ms © + +) En): 


Zj-1 — Îj-1 (z1, . D) 
Z, = f; (l1, . . ., Tn), 


Zj+1 — Îj+1 (T1  . ga) 


Zp mn Îp (Z1; . Dh) 
Zp+1 — Îj (21; “#3 Ta). 


Donc, à tout circuit d'éléments fonctionnels on a associé un systè- 
me d'équations qui en principe est défini par le système de fonctions 
booléennes figurant dans le second membre. 


Exemple 1. a) Pour le circuit 2, (fig. 122) on a le système 
composé d’une seule équation 


2 = &t: V Tir Où 2 = 2% + Tr (mod. 2). 
b) Pour le circuit Z, (fig. 123) on obtient de façon analogue 
Z1 — LT \V Lot 3. 


Remarque. Le circuit d'éléments fonctionnels X (x,, ..., æ,: 
Z1, + «+, Zp) peut être traité comme un assemblage des éléments F;. 
Chaque élément F'; est un convertisseur élémentaire qui transforme 
la combinaison d'entrée (01, ..., 0,,) en la valeur de sortie ff (0,, ... 

On). Dans ce cas, si aux entrées du circuit on applique la com- 
binaison (&:, ..., «,), alors en se déplaçant des entrées vers les 
sorties cette combinaison se transformera en la combinaison (y,, 

.., Yp) qui caractérise l’état des sorties. Il se trouve que 


VL— J1 (1, . Cn); 


Vp — Îp (cc, .. œ); 


c'est-à-dire que la transformation décrite par ces équations corres- 
pond à l’idée intuitive que l’on se fait du fonctionnement d’un circuit 
d'éléments fonctionnels. 

Désignons par © la classe de tous les circuits d’éléments fonc- 
tionnels sur F. Soit ©, la sous-classe de tous les circuits d'éléments 
fonctionnels sur F: 

1) possédant exactement une sortie ; 

2) qui sont ramifiés seulement aux entrées. 


1% 
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| Il est évident que 2, € ©, et >, é ©, sur la base F (voir 
fig. 122, 123). Désignons par Gx la classe des formules sur le système 


$ — {f: (x;, . Tn,) }- 
Entre les classes ©, et Ey il existe une relation qui peut être 


rigoureusement formulée. En gros, cette relation s'exprime de la 
manière suivante: à chaque circuit Z de @, on peut associer de 
façon unique une formule Y de Sy de telle sorte que le circuit initial 


se restaure dans un certain sens de façon unique d’après la formule 
au symbole près affecté à la sortie. 

Cette affirmation peut être illustrée sur un exemple. Considérons 
le circuit Z, de la figure 122. Il est évident que Y, € @,. A ce circuit 
est associée la formule 

À — (4 & te) V (xs & 22) 
(voir la construction des équations correspondantes). Il est évident 
que cette formule restaure la structure du circuit initial 2. 

La démonstration de cette proposition n'est pas compliquée. 
I1 suffit en effet de comparer les définitions d'un circuit de @, et 
d’une formule sur le système correspondant. 

D'après ce qui a été dit, les circuits de ©, peuvent être traités 
comme des formules ou, plus exactement, comme les analogues géo- 
métriques des formules. 

On remarquera que si un circuit Z contient un élément F; pré- 
sentant une ramification à la sortie, on peut remplacer ce dernier 
par un groupe d'éléments F; ne possédant pas 
de ramifications à la sortie (voir fig. 125) 
sans pour autant changer le fonctionnement 
du circuit. Ce remplacement permet de trans- 
former le circuit © en un circuit Z’ dont le 
fonctionnement est régi par les mêmes équa- 
tions, mais présente des ramifications uni- 
quement aux entrées. Donc, les possibilités 
fonctionnelles de la classe G des circuits 2 
sur la base donnée coïncident avec les possi- 
bilités fonctionnelles de la sous-classe des 
circuits Z”’ ne présentant des ramifications qu'aux entrées. Chaque 
circuit Z” de cette sous-classe est un « raccordement » des circuits 
de ©, par leurs entrées. De là il résulte que les possibilités fonction- 
nelles de la classe @ sont définies par celles de la sous-classe &,, 
c'est-à-dire par celles de Sy. On vient de démontrer le 





Fig. 126 


Théorème 1. Pour qu'un système arbitraire d'équations booléennes 
de la forme 
21 = 1 (dis + + En), 


Zp — În (ts, . +. me), 
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admeite dans la base initiale d'éléments fonctionnels un circuit 
2 (ti, - .., Xn3 21» + + +, Zp) qui le réalise, il est nécessaire et suj- 
fisant que le système % de fonctions f? soit complet. 

On constate donc que la relation existant entre les classes ©, et 
x permet de ramener l'étude des possibilités fonctionnelles de la 


classe © à la complétude du système de formules. 
On se propose d'étudier maintenant les classes @ de circuits 
d'éléments fonctionnels pour lesquels le système % est complet. 


$ 49. Problème de synthèse de circuits d'éléments fonctionnels 


Le problème de synthèse des circuits d'éléments fonctionnels se 
pose dans les termes suivants. Etant donnés une base F d'éléments 
fonctionnels et un système arbitraire d'équations booléennes 


Z1 = f1 (Æys + +) Tn)) 


° C2 e 


2p = {np (Luis + + + Ln), 


on demande de construire un circuit 2 (x,, ..., Æn3 21, + +.» 2p) 
sur F réalisant ce système d'équations. 

Nous avons vu plus haut que le problème de synthèse admet une 
solution si le système % de fonctions f? est complet. Comme les 
fonctions booléennes sont réalisées par des formules différentes, le 
système d'équations booléennes considéré (sous réserve de la com- 
plétude de Ÿ) est réalisé par plusieurs circuits d'éléments fonction- 
nels. 

Donc, le problème de synthèse implique des précisions sur le 
choix d’une solution optimale. Ceci peut être réalisé de la manière 
suivante. Considérons une fonctionnelle ZL (2) définie pour tous 
les À de ©, par exemple comme le nombre des éléments du circuit Z. 
Appelons le nombre ZL (2) complexité du circuit. On exige de plus 
que le circuit Z soit de complexité minimale. Dans la suite de tels 
circuits seront appelés minimaux. Donc, le problème de synthèse 
consistera dorénavant à construire des circuits minimaux. 

On se propose dans l'immédiat de décrire un algorithme pour 
la construction des circuits minimaux. À cet effet, introduisons une 
notion et prouvons trois lemmes. 

Soient donnés n entrées xi,, . . ., Lin» P Sorties Zj,, . .., 2j, et 
r éléments F,, ..., F, que nous représenterons comme sur la fi- 
gure 127. 


Définition. On appelle connexion S des entrées, sorties et. élé- 
ments donnés la figure géométrique composée de ces objets et possé- 
dant les propriétés suivantes: 
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1) chaque entrée des éléments est branchée soit à l’ entrée, soit 
à la sortie d'un élément ; 

2) chaque sortie est branchée soit à l’entrée, soit à la sortie d’un 
élément. 


Remarque. Il est évident que le circuit Z (x, ..., æ,35 25, ... 
., Zj,) d'éléments fonctionnels est une connexion. Il existe cepen- 


Latrees Sorties Liéments 
*e Ai 
2: Z: 
7 ? 
Fig. 127 


dant des connexions qui ne sont pas des circuits d'éléments fonction- 
nels (voir fig. 128). 


Lemme 1. Le nombre S* (n, p, h) de connexions composées des 
entrées xi,, . . ., Lin, des Sorties Zj,, . .., 2j, et de h éléments fonction- 
nels n'est pas supérieur à 
h RhRv+D 
H,(n+h) à 
Ty | OÙ V— max n,;. 


Lg dE 


1<i<r 
Démonstration. Choisissons À éléments 


fonctionnels parmi FÆ,,..., F,.. On peut 
le faire de H* manières. Branchons les 
2 sorties z;, ..., z;. et les entrées des élé- 
ments (leur nombre est hv + p) soit aux 
entrées soit aux sorties des éléments (le 
nombre de possibilités est n +h). Donc, 


Z 
“ ! pour l'échantillon d'éléments considéré le 
(@) (b) nombre de branchements n'est pas supé- 
rieur à 
Fig. 128 (n+Rh)VTr, 


Ceci prouve le lemme. 
Corollaire. Le nombre S (n, p, h) de circuits d'éléments fonction- 
nels composés des entrées xi,, ..., x;,, des sorties 2j, . .., 2j, 


et de h éléments fonctionnels vérifie l’inégalité 
Sn, p,k)<S*(n, p,h)<Hrn+R) TP Er (n+ RP. 
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Il est immédiat de voir que les opérations définies plus haut pour 
les circuits logiques peuvent être généralisées aux connexions. 

I. Réunion de deux connexions. Cette opéra- 
tion s'applique à deux connexions S’ et S” sans entrées, sorties et 
éléments communs. La réunion est une connexion possédant tous les 
éléments et toutes les liaisons de S’ et S”. Ses entrées et sorties sont 
celles de S” et S”. 

IT. Branchement d’un élément. On considère une 
connexion S’ à p sorties et un élément F;,, n; < p. Dans S” on choisit 
n, sorties (affectées des symboles de l’alphabet z) et on les branche 
à l'élément F; ; à la sortie de F'; on affecte un symbole de z différent 
de ceux affectés aux autres sorties. 

III. Ramification d'une sortie. Dans la con- 
nexion 5° on considère une sortie z;, branchée soit à la sortie soit 


à une entrée d’un élément. On prend une nouvelle sortie z (le sym- 
bole z est différent des symboles des autres sorties) et on la connecte 
au même sommet que Z;.. 


Lemme 2. Les opérations I, IT et IIT appliquées à des connexions 
donnent une connexion. 


Lemme 3. Une connexion différente d'un circuit trivial est un 
circuit si et seulement si est réalisée l’une au moins des conditions suivan- 
les: 

1) S est la réunion des connexions S” et S” qui sont des circuits; 

2) S se déduit à partir de S' par branchement d'un élément F'; et S” 
est un Circuil ; 

3) S se déduit à partir de S' par ramification de sa sortie et S° 
est un circuit. 

La démonstration de ces deux lemmes est évidente. 


Théorème 2. Il existe un algorithme disant si S est circuit ou non. 


Démonstration. Elle se fait par récurrence sur le nombre d de 
liaisons de la connexion S, c’est-à-dire sur le nombre total des 
entrées des éléments et des sorties de S. Lorsque d = 1, alors ou 
bien S coïncide avec un circuit trivial ou bien n'est pas un circuit. 
Supposons que le théorème est vrai pour tous les d = 1, ..., À. 
Montrons qu'il l’est pour d — À + 1. Considérons une connexion S 
à À + 1 liaisons. Il est évident que S est différente d'un circuit 
trivial (À > 2). Deux cas sont possibles pour la connexion S: 

1) S ne se déduit à partir de connexions présentant un nombre 
inférieur de liaisons par l’application d'aucune des opérations I, IT 
et IIT. Il est alors évident que S n’est pas un circuit ; 

2) S s'obtient à partir de connexions présentant un nombre 
inférieur de liaisons. 
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Dans ce cas on considère toutes les décompositions possibles (cel- 
les-ci sont en nombre fini) et en s'appuyant sur l’hypothèse de la 
récurrence concernant les composantes de la décomposition on voit 
si ces composantes sont des circuits ou non. S'il existe une décom- 
position dont toutes les composantes sont des circuits, alors la con- 
nexion initiale sera un circuit en vertu du lemme précédent. Si 
dans chaque décomposition l’une au moins des composantes n’est 
un circuit, alors la connexion ne le sera pas non plus. C.q.f.d. 


Théorème 3. ZT existe un algorithme qui pour chaque système 
d'équations booléennes construit un circuit minimal S. 


Démonstration. Soit le système d'équations 


Z4 =: (x, . Da): 


Zp = Jp (Es + + Ln). 
Etudions successivement toutes les connexions à nr entrées x,, . .. 
. Tns P Sorties Z1, . . ., Zn et h —= 0, 1, 2, . .. éléments. 


Soit À — 0. Nous avons un nombre fini de connexions ne conte- 
nant pas d'éléments. Vérifions si chaque connexion est un circuit 
ou non. Si la connexion considérée est un circuit, voyons si elle 
réalise le système d'équations donné. Donc, ou bien nous trouvons 
le circuit cherché (et celui-ci sera manifestement minimal), ou bien 
le circuit cherché n'est pas un circuit de complexité À — 0. Auquel 
cas le circuit minimal sera de complexité ZL (2) > 0. 

Soit À — 1. Nous avons un nombre fini de connexions contenant 
un élément. Vérifions si chaque connexion est un circuit ou non. 
Si oui, voyons si elle réalise le système d'équations donné. Donc, 
soit on trouve le circuit cherché, et celui-ci sera minimal, soit le 
circuit cherché n'est pas de complexité k — 0 et À — 1. Par suite, 
le circuit minimal Z sera de complexité L (7) > 1, et ainsi de suite. 
Le système $ étant complet, ce processus prend fin et nous obtenons 
un circuit minimal. C.q.f.d. 


Cet algorithme de construction de circuits minimaux se rapporte 
à la classe des algorithmes de type « examen complet » car il repose 
sur l’examen de tous les circuits jusqu’à une certaine complexité. 
Ces algorithmes sont en principe très laborieux. Ils ne permettent 
pas en général d'étudier les propriétés des objets cherchés et sont 
impropres à tout usage pratique. Pour cette raison on étudie plus 
bas un problème plus simple dans lequel le système d'équations 
n'est composé que d’une seule équation 


Z (Cr . Th); 


par suite le circuit cherché Z sera à une seule sortie. 
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Désignons par Z (f) la complexité du circuit minimal. 

De plus, au lieu de la synthèse des circuits pour des fonctions 
(équations), on étudie le problème de la synthèse pour la classe 
P®) de toutes les fonctions de n variables. Ceci étant, on teste Ia 
qualité des algorithmes de synthèse par comparaison des fonctions de: 
Shannon. De façon plus exacte, soit 

L(n)= max L(f), Lan) = max LA (f), 
fep(n) fep(n) 


où L\ (f) est la complexité minimale des circuits réalisant f, obtenus 
à l’aide de l’algorithme À. 

Les fonctions ZL (n) et L, (n) s'appellent fonctions de Shannon. 
Elles caractérisent de toute évidence la complexité de la classe 
PUY du point de vue de la réalisation de ses fonctions par des cir- 
cuits minimaux (respectivement par des circuits minimaux relati- 
vement à l'algorithme À) et 


La (n) > L(n). 


Le problème de synthèse consiste maintenant à trouver un algo- 
rithme À tel que L, (n) soit le plus proche de ZL (n) (par exemple, 
L, (n) = L (n)) et que sa taille soit sensiblement moindre que celle 
de l’algorithme d'examen complet. A noter que dans la nouvelle: 
position du problème on n’exige plus que l'algorithme À trouve un 
circuit minimal pour chaque fonction f, on demande simplement que 
le circuit le plus élémentaire obtenu à l’aide de À possède une com- 
plexité L, (f) qui ne soit pas de beaucoup supérieure à Z (n). 


$S 46. Méthodes élémentaires de synthèse 


Nous allons citer quelques algorithmes de synthèse reposant sur 
des idées élémentaires dans le cas où la base F est constituée d’un 
inverseur, d’un circuit « \/ » et d'un circuit « & ». 

a) Méthode de synthèse basée sur la forme canonique disjonctive. 


Considérons la représentation de la fonction f(x;, ..., æn} 
(f == const) par la forme canonique disjonctive: 
S 
Iris) \/ at &...&an = V K,;. 
(01-..0On) i—1 
Î(01, -.., On)=1 


Introduisons un «élément » auxiliaire (fig. 129) permettant de 
représenter facilement (fig. 130) le circuit ZK réalisant la conjonction 


[eo] 
K — he. RL, : 


I! est évident que L (2x) < n + (n — 1) et que ZK contient un 
sous-circuit 2x qui est le même pour toutes les conjonctions et dont. 
la complexité est nr — 1. Si l’on « raccorde » les circuits Zx,, ... 
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pour G=0 





pour G=1 
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..., DK, en Commençant par les entrées x,, . .., x, et jusqu'aux 
éléments auxiliaires, on obtient le circuit X (fig. 131). 

On a L(2)<Ln+s(n — 1). En connectant les sorties du cir- 
cuit 2 aux circuits « \/ », on obtient un circuit pour f (x, . .., x) 
(fig. 132). 

Ceci achève la description de la méthode de synthèse pour la 
forme canonique disjonctive (algorithme À4,). On obtient en défi- 
nitive 

La, () < n+s(n—1)+s—1<n+ns=n(s + 1). 
Comme f=Æ1, il vient que s < 27 — 1 et 
LA, (f) <n2° 
La, (nr) <n27. 


b) Méthode de synthèse basée sur une réalisation plus compacte 
de l’ensemble de toutes les conjonctions 


O14- r 70 
TIC SC AO) 


+ 





Bose de la récurrence Passage de la récurrence 


Fig. 133 


La figure 133 représente la construction par récurrence d’un 
multipôle 27 (n = 1, 2, ...) réalisant l’ensemble de toutes les 
conjonctions {19% & ... & ar}. On a 

LEE, 
LOT =L (EP) ET EE 27 
L(E=2+.,,..+2+Ln=2.2 Ln — 4. 
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Pour construire le circuit qui réalise la fonction f (x, . .., x,} 
il faut dans le multipôle 2” sélectionner les sorties correspondant 
aux termes Æ,, ..., K, de sa forme canonique disjonctive, les 
connecter au circuit (cf. fig. 132) réalisant l’addition logique et 
supprimer les éléments superîlus. Ceci implique encore 

SE 2r = 1 

éléments \/. 

Donc, cette méthode (algorithme 4,) donne 

La, (P}<3-27+n—5 et La, (n)<3.2+n—s5. 


c) Méthode de synthèse basée sur le développement de la fonction 
f (ti, +. ., æn) suivant la variable x,. 

Considérons le développement 
Fleet mi) = ss LR DV TT mis 0) 
et pour simplifier posons 


FT 2e ms TT de 0) 


La figure 134 représente la procédure de construction par récur- 
rence du circuit pour f. 





Base de La récurrence 





Passage de la récurrence 
Fig. 134 


D'après cette méthode on a l’algorithme 4,: 
LA, (1) = 2, 
Las (n) S2La, (n—1)+ 4. 
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On obtient en définitive 
LA,(n)<3:27—4, 


Si l’on tient compte de l'information sur la réalisation des fonc- 
tions de deux variables, par exemple du fait que LA, (2) < 9, on peut 
obtenir une meilleure majoration, soit 


La, (n) <2,25.27 — 4. 


On voit que les algorithmes À,, A4, et À, permettent dans un 
certain sens d'obtenir des réalisations plus compactes pour les fonc- 
tions et en fin de compte de meilleures majorations pour les fonc- 
tions de Shannon. D'autre part, on obtient de meilleurs résultats de 
synthèse en compliquant légèrement l'algorithme. 


$ 47. Minoration de L(n) 


Pour juger de la qualité des algorithmes de synthèse il faut mesu- 
rer l’écart entre L, (f) et L (f). Cette comparaison est impossible 
à faire, car le calcul de la quantité LA (f) est assez compliqué (par 
exemple, pour les algorithmes 4, et A3) et la quantité L (f) est in- 
connue. 

Pour cette raison, la qualité d’un algorithme de synthèse s’estime 
par comparaison des fonctions de Shannon L, (n)et L (n). Malheureu- 
sement, nous ne pouvons comparer L, (n) et L(n) pour chaque 
valeur de n, car si le calcul de L, (n) est plus aisé que celui de LA (f), 
le calcul de ZL (n) est très compliqué. Nous sommes donc contraints 
de nous contenter d’une comparaison asymptotique, c’est-à-dire de 
comparer L, (n) et L(n) pour nr — co. 


Définition. Soient ® (n) et y (n) des fonctions positives réelles 
d'une variable entière n. 

1. La fonction q (n) est asymptotiquement plus grande ou égale à 
Ÿ (n), ce qu’on note p (n) > 4 (n), si pour tout e >> 0 il existe V — 
— N(£) tel que pour tout nn > N on a œ(n) > (1 — &) Ÿ (n). 

2. Si q(n) 7 bn) et w(n) > pin), on dit que les fonctions 
@ (n) et W (n) sont asymptotiquement égales (équivalentes) et l’on note 
p(n) — v(n). Il est évident que la limite de œ (n})/+ (n) existe et 
est égale à 1. 

3. Si 0O<c;, <p(n)/b(n) Lc,, on dit que les fonctions p (n) 
et Ÿ (n) sont équivalentes à l’ordre près. On écrit alors @(n) = wŸ (n). 

Pour comparer L, (n) et L (n) pour n — © il importe d'obtenir 
une minoration asymptotique assez bonne de L (n) pour une base 
constituée d’un inverseur, d’un élément « & » et d’un élément « \/ ». 


 —. on-1 
Théorème 4. L(n)> ——. 
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Démonstration. On remarquera d’abord que si f(x,, ..., x,) 
est réalisable par un circuit Z” d'éléments fonctionnels de complexité 
h' < h, alors elle peut manifestement être 
réalisée par un circuit Z d'éléments fonc- 
tionnels de complexité h. Le circuit È 
se déduit à partir du circuit 2” comme 
l'indique la figure 135. 

Nous avons vu plus haut (voir corol- 
laire du lemme 1) que le nombre de cir- 
cuits d'éléments fonctionnels à nr entrées et 
une sortie (p — 1) contenant exactement 
h éléments dans la base considérée (v = 2, 
r — 3), c'est-à-dire S (n, 1, h), se majore 
comme suit: 


S(n,1,h)< 38h (n + h}?H, 
Si RÀ> n, alors pour k > N 
S(n,1,h) < 3! (n+h}h41 << (ch}#. 





Supposons que À— L (1 — €) _— — | et 


majorons le nombre de circuits d éléments 
fonctionnels de complexité k. On a 


n-1 \2(1—-e)2771 
(ct —e) — } €) LI 


=(c({—e) 


donc les circuits de complexité k peuvent réaliser au plus 





Fig. 135 





2 


on-1 RS 


on-1 É —e)27/n 


(e(t—e) — 


fonctions booléennes de nr variables. 
Considérons l’expression 


n-1 \(1-2)27 
(ete) — 2 —) e)2 /n 


n A — ; 
log, = = (1—e) À ((n—1)+ log 2) 2 = 
2 


27 — 
= ((1—e) 108 I —en—1 +8) -+— 00 (n—+ 00). 
Donc, pour n > N, le numérateur sera inférieur au dénominateur. 


Par suite, les circuits de complexité & À ne suffisent pas pour réali- 
ser toutes les fonctions booléennes de n variables. [Il existe par consé- 
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quent des fonctions de n variables qui ne peuvent être réalisées avec: 
une complexité inférieure ou égale à 


n=[ 4e], 


n 





c’est-à-dire 











ZE on—1 
L(n)>(Îl—e)—— ou Z(n) > 
C.q.i.d. 
PS à 
Corollaire. Le nombre de fonctions f telles que L (f) > (1 — E) Su 


tend vers À pour n — co. 


$ 48. Méthode de synthèse de circuits d'éléments fonctionnels 
d’ordre minimal (méthode de Shannon) 


La minoration obtenue plus haut pour L(n) montre que les 
meilleures méthodes élémentaires de synthèse ont un ordre n fois 
supérieur. Cela veut dire que l’amélioration des méthodes de synthèse. 
peut entraîner une réduction de l’ordre de la fonction de Shannon de: 
n fois au plus par rapport à c2". En fait, il se trouve qu'il existe une: 
méthode de synthèse qui conduit à une fonction de Shannon dont 
l’ordre est confondu avec la minoration. Cette méthode a été élabo- 
rée par Shannon pour les circuits à contacts. Nous allons l’exposer: 
pour la réalisation de fonctions booléennes par des circuits d’élé- 
ments fonctionnels. 

Soit {fx (ti, + + +, Zn), + + +, fs (tx, + +, 2) } un ensemble de fonc- 
tions booléennes (f; = j; pour i = j). 


Définition. On dit d’un multipôle d'éléments fonctionnels à n 
entrées et s sorties qu'il est universel pour un ensemble donné de 
fonctions si pour tout à (1 Lis) il présente une sortie + (i) qui 
délivre une fonction f; (x, ..., x.) de cet ensemble. 

Exemple 2. Soit {X,, ..., K,;} un ensemble de conjonctions. 
Alors le multipôle (cf. fig. 131) est universel pour cet ensemble. 


Lemme 4. Pour tout n on peut construire un multipôle universel 
U, pour l'ensemble de toutes les fonctions booléennes de n variables 
Lis 4 58 La. Cl 


LU) 20. 


Démonstration. Nous allons construire le multipôle U, par ré- 
currence. 
Base de la récurrence (n = 1). Pour UV, prenons le 


multipôle représenté sur la figure 136. On a L'(U,) = 3 < 2.92. 
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Passage de récurrence. Supposons qu'on a construit 
un multipôle universel U,., pour l’ensemble de toutes les fonctions 
Z, booléennes dépendant des variables 

Bus es On. rs et que DU) << 2-22 


Considérons le développement 


NN f (tr; +...) nr Tn) + “225 dl (Li: . 
_ Lan HN NP diese se) 
\7 N7 Partageons l’ensemble de toutes les fonc- 


tions booléennes dépendant des variables 


Ty + +: An en trois classes disjointes. 
: I. f = ff" = 0. Cette classe contient 

0 / Z; Ty une seule fonction f = 0. 
Fig. 136 II. Exactement une des fonctions 


f ou f” est identiquement égale à 0. 
Cette classe contient les fonctions f de la forme 


Î = Lt (1, .. Tn -1) (f' Æ 0) 


ou 


f=xanf" (T1 Fe Tn_1) (f" = 0), 


n-1 
c'est-à-dire 2(2* —1) fonctions. 
III. Toutes les fonctions restantes, c’est-à-dire les fonctions f 


telles que 
f Æ=0 et f”Æ0. 
Cette classe contient 


22° _2(227 1) 1 


fonctions. 
La figure 137 représente un multipôle U,. Les sorties des multi- 
pôles U,., sont numérotées par les nombres 1, ..., 22° et on 


admet de plus que la constante 0 est réalisée à la sortie 1. 

Les sorties du multipôle U, sont réparties en trois classes selon 
la partition de l’ensemble de toutes les fonctions booléennes dépen- 
dant des variables x,, . .., æ,. Le multipôle U, contient: 

a) un sous-circuit U,., et en dehors de ce sous-circuit encore, 

b) un inverseur, 


c) 2(22"7 —1) éléments « &», 
ñn n-1 
d) 2? —2(2* —1)—1 éléments « \/ ». 
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Donc 
LU) =) 1600 pat oo 1 
| = L(U,.)492" 2.27 192 0.22, 


Ceci achève la démonstration du lemme. 





Fig. 137 


Théorème 5. ZT existe une méthode de synthèse (algorithme AÀ,) 
qui permet pour chaque fonction booléenne f (x1, . . ., x,) de construire 
un circuit d'éléments fonctionnels de complexité LA, (f) et 


LA, (f (Zi …. Tn)) <8+—. 


18—0382 
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Démonstration. Soit la décomposition 


FD) \/ 2 &... & tn" & (Ou, - > On Tpatr ee» En}e 


(O1, .., C2) 


Considérons le circuit Z} de la figure 138. 
V, est un multipôle universel pour l’ensemble de toutes les con- 


jonctions 


K 61 … 


OR 


oO O 
Di dit & xx" 


(k est un nombre fixe). Pour V, on prend le circuit Z* (cf. fig. 133). 


Ÿ/ 


Fig. 138 


U,., est un multipôle universel 
pour l’ensemble de toutes les fonc- 
tions booléennes des variables x; 1,... 

..…, Zn. Par T(6,, . .., 0x) on  dé- 
signe la sortie qui réalise la fonc- 
tion 


f (1; es ORs LhR+19 + + + Th). 
Il est immédiat de voir que le 
circuit. Z réalise la fonction f (x:,... 
.…, Zn) d’après la décomposition 
mentionnée. Majorons la complexité 
de Dit: 
L (2) <L(V,)+L (Un-x) +22 —1< 
LIL R—44 DT + 
PT PPS 


Choiïisissons la valeur du paramètre Æ 
qui minimise le second membre de 
cette inégalité. Comme nous nous inté- 
ressons à l’ordre de la quantité LA, (7), 
au lieu du minimum du second mem- 
bre dont le calcul est compliqué dans 
le cas discret, nous allons prendre ia 
valeur du second membre pour m — 
[log, (n — 2 log, n)l, où m—=n—}k. 
On choisit cette valeur à partir des 
considérations suivantes: lorsque # 


A A n— Fr A e Q Le . ° Lé 
croît, le terme 4-2À croît et 2-22 * décroît, et le minimum est réalisé 
quand ces deux termes sont assez voisins l’un de l’autre. 
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T(n—2 logn) <2"<(n—2logn), 


4.2n 27 


on m 
LAN <4r+22 < +25 


1 


ñn 
<< BE —, 
— (n —2 login) É 


Corollaire. En tenant compte de la minoration on obtient 


donc l'algorithme A, est le meilleur pour l’ordre. 
Des méthodes de synthèse plus fines permettent d'obtenir le 
résultat suivant (nous omettons la démonstration). 


Théorème 6 (O. Loupanov [101). Pour les circuits d'éléments 
fonctionnels on peut construire dans une base composée d’un inverseur 
d’un élément « \/ » et d’un élément « & » la méthode de synthèse la 
meilleure asymptotiquement et 


on 


$ 49. Synthèse d’un sommateur 


La théorie générale de la synthèse des circuits d'éléments fonc- 
tionnels nous conduit à une conclusion importante, savoir que la 
plupart des fonctions booléennes (pour n — ) possèdent des cir- 
cuits minimaux compliqués. Cela veut dire que seule une classe 
assez étroite de fonctions booléennes présente un intérêt pratique 
du point de vue de la synthèse. Donc, outre les méthodes universelles 
de synthèse il faut se munir de méthodes de synthèse adaptées à cer- 
taines classes de fonctions booléennes et tirant le meïlleur parti 
des propriétés de ces fonctions. 

Dans ce paragraphe, nous allons étudier une approche de réalisa- 
tion d’une classe assez étroite de fonctions. Il sera question de la 
construction d’un circuit multipôle d'éléments fonctionnels réalisant. 
l’addition de deux nombres binaires 


EUR 2 

et 
Y — YnUn-1 + + + Yi: 

18* 


276 SYNTHÈSE DES CIRCUITS D'ÉLÉMENTS FONCTIONNELS [CH. 8 


Considérons à cet effet l’algorithme classique d’addition des nombres 
z et y rang par rang 


JL nH9n ... 1 
Tn ... Li 


Un ++. Y1 
2 here 2 
Les nombres g,41, . . ., Q1 représentent les reports des rangs précé- 
dents (g, = 0). Il est évident que 
k . 6 2 = & + Yi + qi (mod. 2); 
Qiti = diÿi V Gigi V yiqi. 
En se servant de l'identité 


Ti +yi+qi 
= (2,7; V t;q; V yiqi) &(xi V 
Vy; V qi) V xiyiqi, 


on obtient sans peine le circuit qui 
réalise la conversion correspondante 
des quantités x;, Yi, Qi, EN Z;, Qi+1 
(cf. fig. 139). Désignons ce circuit 
par B;(1<i< n). Le circuit cherché 
Z, quiest un sommateur pour deux 
nombres binaires à n positions s’ob- 
tient par connexion en série des blocs 
BP; (cÊ. fig. 140). Ici Zn+1 — n+1 et 
le bloc PB, réalise la conversion 


Z= ti Yi Tia (di V/ yi) 
Q2 — Xi 1. 


I1 est évident que ZL(B;) = 4 et 
L (B;) = 9 pour 1 < i< n. Donc 


Jies 2; L(2,) <9(n — 1) + 
Fig. 139 +4 = 9n — 5 < In. 





$ 50. Synthèse de circuits d'éléments fonctionnels réalisant 
des fonctions symétriques 


Une autre classe intéressante de conversions binaires est la classe 
des fonctions symétriques. 
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Définition. On dit qu’une fonction booléenne S (2, ..., xn) 
est symétrique si pour toute combinaison (&,..., &,) et toute per- 


: 1an 
mutation | on a 
J1.-..]n 
SO ss dr) = (A as mi): 
La classe des fonctions symétriques contient visiblement les 


constantes 0 et 1, les fonctions 21, 21 & To, 1 V To, Li + Los Ti Lo V/ 
V tits V Tots, etc. 


Ty ÿ7 Ty #2 Ty 4, 


Zy+ 1 Z} 





Fig. 140 


Il est aisé de voir que si pour une combinaison (@,, . .., @h) 
on a 


dis se M) = 1 


et (œ&1, . . ., @n) Contient exactement à unités, alors pour toute com- 
binaison (&,, ..., &,) contenant aussi exactement à unités on aura 


S (as... On) = À. 


Donc, la fonction symétrique S (x,, . .., x,) est caractérisée par la 
liste des nombres de travail ë,, ..., i, (0 <i<...<i, Ln) 
qui représentent le nombre d’unités dans les combinaisons (œ1, . .. 
...; An) pour lesquelles 


S (gs os En) = À. 
On peut donc noter que 
SE 0 
Par exemple 


Tale V Lits V Tata = 92,3 (Ti Tos Ts). 
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Considérons la conversion auxiliaire 
(æs, .….. An) L(œ, ..., an) 


OÙ a, ...,œn) €eSt le nombre d'unités dans la combinaison 
(ads, ..., &,). Cette conversion sera réalisée par le multipôle 2; 
d'éléments fonctionnels (cf. fig. 141) dont les sorties 





Z, Z, 
Tn ZClog, #1+f 
Fig. 141 
Zi» +. Zlog,n]+1 délivreront la représentation binaire du nombre 
lo, ..., &n) Si à l'entrée est appliquée la combinaison (œ,, ..., &h). 


Soit n—2". Alors [logs n]+ 1—m +1. 


Lemme 5. On peut construire un multipôle Z, réalisant au sens 
indiqué plus haut la conversion 


(or a) bar, 25.50n) 
et L(2n) L18n —9 log n — 18. 


Démonstration. Elle se fait par récurrence sur m. 


Ts 





24 


Fig. 142 Fig. 143 


a) Base de la récurrence: m = 0. Ici n — 1 et le circuit cher- 
ché Z' est de la forme ZL(£,) — 0 (fig. 142). D'autre part 
48n — 9 log, n — 18 — 0 pour n = 1. Donc, l'inégalité 


L (Zn) L18n —9 log n —18 


est valable pour nr — 1. 
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b) Le passage de la récurrence de m—1 à m(m—1>0) se 
réalise à l’aide du circuit 2, (fig. 143). Ce circuit «divise» la 
combinaison (œ, ...,@&,m) en deux parties: (@y, ..., Œm-1) et 
(&ym-1,,, ..., Gym). Dans chaque partie les sous-circuits Z,m-1 
calculent le nombre i’ et i” d'unités, ensuite le sommateur 2 


Ty 


Zn 





Fig. 144 


«additionne» ces nombres et délivre le nombre d'unités de la 
combinaison initiale. 

On à L(Z2m) = 2L (Zsm1)+ L(Z%), ou 
LE) =2L Ein) +L (EE 2(185—9 1085 —18) + 

+9 log, n << 18n—9 log n — 18. 

Ce qui prouve le lemme. 

Corollaire. L(Z5m)18-2”, c'est-à-dire que pour n —2" 

L(2») L18n. 
Lemme 6. Pour tout n on peut construire un multipôle X, 


réalisant la conversion (œ1, ..., tn) — it, ..., ans € L(Z2») <36n. 


Démonstration. Il est évident qu'il existe un m tel que 
n Z 27 < 2n. 


Le multipôle Z, cherché peut être réalisé comme sur la figure 144. 
On prend les [log, nl + 1 premières sorties du multipôle 2 m : 


L'(2n) = L (29m) + 2<18-2% +2<18 (2n —1) + 2<836n. 
C.q.f.d. 


Théorème 7. Il existe une constante C, telle que toute formule 
symétrique S5,... (Zi, ..., Zn) est réalisable par un circuit 
Zs(x, .….. Xn) tel que L (2s(x, ss xn)) LCon. 
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Démonstration. Le circuit Zs(x,, ...,+xn) Cherché peut être cons- 
truit comme l'indique la figure 145. Le circuit 2; convertit la 
combinaison (œ&, ...,«,) en le code binaire i(o, ...,æ&n) Le Circuit 
2, réalise la fonction booléenne de [log, 7]+1 variables et cette 





Clog, 7]+ 1 
Fig. 145 


fonction est égale à 4 sur les «combinaisons» ia, ...,&n) COnÏOn- 
dues avec i,, ..., it, et à O dans les autres cas. 
On a (d’après le théorème 9) 


J[108: n]+! 
[logs n] +1 
où l’on peut prendre C, = 52. C.q.f.d. 


L (Estas «.s am) L860 + 8 L36n+ pe = Con, 
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